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Kapitel 1

Zusammenfassung

Ein konnektionistisches Modell verwirklicht eine Relation zwischen einer Eingabe
und einer Ausgabe mittels einer vernetzten Struktur. Lernen in konnektionisti-
schen Modellen geschieht durch Adaptieren der Kopplungskoe�zienten dieser
Netzstruktur. Beim un�uberwachten Lernen wird dem System die Ausgabe, die
im einzelnen erzeugt werden soll, nicht vorgegeben. Statt dessen wird ein Opti-
malit�atskriterium de�niert, das keine externe Vorgabe ben�otigt. In dieser Arbeit
werden verschiedene Informationskriterien f�ur un�uberwachtes Lernen untersucht.

Zun�achst wird das Prinzip der maximalen Transinformation im thermody-
namisch motivierten Modell der Boltzmann-Maschine betrachtet. Das bekannte
Prinzip der maximalen Entropie wird dadurch auf ein stochastisches, r�uckgekop-
peltes System angewandt. F�ur bin�are Eingabesignale werden mit dieser Lernre-
gel die Aufgaben der Rekodierung und Datenkompression gel�ost. Das vorgestellte
Konzept kann auch zur selbst�andigen oder un�uberwachten Klassi�kation von kon-
tinuierlichen Signalen verwendet werden. Dies wird an einem realen Problem der
medizinischen Diagnose demonstriert. Die Lernregel erzeugt aus beobachteten
Symptomen selbst�andig korrekte Diagnosekategorien.

Weiter wird das Kriterium der maximalen Transinformation bei minimaler
gemeinsamer Information an der Ausgabe betrachtet. Das resultierende System
ist in der Lage, statistisch unabh�angige bin�are Merkmale der Eingabedaten zu
extrahieren. In Experimenten mit bin�aren Eingabesignalen wird Datenkompres-
sion und Rekodierung in einer redundanzfreien Darstellung der Eingabeinforma-
tion erfolgreich demonstriert. Es wird ein einfaches Modell einer visuellen Reti-
na als einschichtige Boltzmann-Maschine verwirklicht. Die Optimierungskriterien
bewirken in diesem Modell die Bildung von r�aumlichen rezeptiven Feldern, die
experimentellen Befunden in biologischen Netzen entsprechen.

Durch ein neues thermodynamisches Modell mit mehr-dimensionalen, konti-
nuierlichen Zust�anden wird versucht, die Beschr�ankung der Boltzmann-Maschine
auf bin�are Ausgabesignale aufzuheben. Mit Hilfe der Mittelfeldtheorie wird eine
deterministische Dynamik f�ur die Zustandsmittelwerte abgeleitet. Hiermit l�a�t
sich die f�ur den kontinuierlichen Fall aufwendige stochastische Dynamik umge-
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hen. Das Kriterium der minimalen relativen Entropie kann somit f�ur kontinuier-
liche Signalverteilungen exakt formuliert werden. Die Konvergenzeigenschaften
des neuen Modells werden genauer untersucht und in Experimenten veri�ziert.
Es wird nachgewiesen, da� das System zur Funktionsapproximation verwendet
werden kann. Insbesondere weist es die F�ahigkeit auf, st�uckweise stetige Funk-
tionen zu modellieren.

Zuletzt wird ein neuer Ansatz zum un�uberwachten Lernen bei kontinuierlichen
Signalverteilungen formuliert: dieMinimierung der gemeinsamen Information bei
konstanter Informations�ubertragung, was auch als informationserhaltende Fakto-
risierung bezeichnet werden k�onnte. Statistische Merkmale werden extrahiert,
indem man eine faktorielle Darstellung der gemeinsamenWahrscheinlichkeitsver-
teilung der Signale generiert. Zus�atzlich garantiert man mit volumenerhaltenden
Transformationen perfekte Informations�ubertragung.

Es werden verschiedene adaptive, volumenerhaltende Transformationen vor-
gestellt. Die Nebenbedingung der Informationserhaltung vereinfacht die Faktori-
sierung. Es gen�ugt die Einzelentropien der Ausgabekoordinaten zu minimieren.
Mit Statistik zweiter Ordnung l�a�t sich ein einfaches und e�zientes Minimie-
rungskriterium de�nieren. Es werden verbesserte Messungen der Entropie vorge-
stellt, die mittels Kumulanten Statistik h�oherer Ordnung erfassen. Zusammen-
fassend l�a�t sich das Verfahren als eine nichtlineare Komponentenanalyse verste-
hen, die im Gegensatz zur linearen Hauptkomponentenanalyse Statistik h�oherer
Ordnung und nichtlineare Transformationen verwendet. Diese Faktorisierungsme-
thode bietet au�erdem einen neuen L�osungsansatz zur klassischen Aufgabe der
Dichtesch�atzung. Zuletzt wird mit der vorgeschlagenen Dichtesch�atzungsmethode
das Problem der Neuheitsdetektion bearbeitet. Insbesondere wird das Verfahren
auf ein technologisches Problem der Motorausfallsvorhersage angewendet. Wei-
ter erm�oglicht die Methode ein neues Verfahren zur Sch�atzung der bedingten
Wahrscheinlichkeit. Die Vielf�altigkeit der Anwendungen verdeutlicht, da� hier
ein L�osungsansatz f�ur eine grundlegende Aufgabe der informationstheoretischen
Signalverarbeitung vorgestellt wird: die Faktorisierung einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung.

Die Arbeit, die in den Kapiteln 4, 6 und in Teilen von Kapitel 7 vorgestellt
wird, ist im wesentlichen in den Ver�o�entlichungen (Parra, 1995; Parra und Deco,
1995, 1996; Parra, Deco, und Miesbach, 1995; Deco und Parra, 1995) erschienen.
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Kapitel 2

Einleitung

Bei der Erforschung von biologisch neuronalen Netzen lassen sich zwei Haupt-
charakteristika erkennen: der hohe Grad an Konnektivit�at zwischen den Neu-
ronen einerseits und die Adaptionsf�ahigkeit dieser Verkn�upfungen andererseits.
Obschon sich das Forschungsgebiet der neuronalen Netze weit �uber diese Grund-
lagen hinausentwickelt hat, bilden diese beiden Elemente nach wie vor die Basis
f�ur lernf�ahige, konnektionistische Modelle.

Die Funktion eines Netzes h�angt von den Kopplungen, d.h. von den synap-
tischen Verbindungen ab. Der Proze� der Anpassung dieser Verbindungen wird
als Lernen bezeichnet. Die Forschung untersucht diesen Lernproze� sowie die
Struktur von Kopplungen und die Dynamik einzelner Neuronen. Dabei taucht
die entscheidende Frage nach den zugrundeliegenden Lernkriterien auf.

Die Entwicklung k�unstlicher neuronaler Netze oder konnektionistischer Mo-
delle hat sich an den Fragestellungen biologischer Modelle orientiert. Insbesondere
der Lernproze� zur Verarbeitung sensorischer Signale ruft Interesse hervor. Wie
ist es m�oglich, da� sich die noch kaum ausgebildete Verarbeitung visueller Signale,
wie beim Neugeborenen, selbst�andig entwickelt? Lediglich die visuellen Signale,
die von der Umwelt aufgenommen werden, bestimmen die zwischen den Neuronen
ausgebildeten Kopplungen. Anscheinend wird eine Repr�asentation der Umwelt,
die erlaubt, Objekte oder Eigenschaften zu erkennen, erst in Abh�angigkeit von
Signalen der Umgebung erlernt. Solches Lernen - ohne Vorgaben �uber die Art
der Verarbeitung der Signale - wird als un�uberwachtes Lernen bezeichnet. Wel-
che Dynamik leitet diesen un�uberwachten Lernproze� und welche Kriterien liegen
zugrunde? Welche Repr�asentation sensorischer Signale erweist sich als sinnvoll?

Zur Beantwortung dieser Fragen wird man sich hier aber nicht auf biologisch
motivierte Modelle beschr�anken. In der Tat wird das grundlegende Problem hier
allgemeiner de�niert. Die Umgebung manifestiert sich durch ein sensorisches Si-
gnal als Eingabe x. Das adaptive System produziert eine Ausgabe y in Abh�angig-
keit von Kopplungsparameter w (siehe Abbildung 2.1). Un�uberwachtes Lernen
bedeutet, da� dem Lernproze� nicht explizit vorgegeben wird, welche Ausgabe
y einer Eingabe x zugeordnet werden soll. Statt dessen verwendet man Optima-
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Abbildung 2.1: Die Eingabe-/Ausgaberelation des konnektionistischen Modells
h�angt von den Kopplungsparametern w ab. Der diagonale Pfeil soll andeuten,
da� die Kopplungsparameter adaptiert, d.h. gelernt, werden k�onnen.

lit�atskriterien, die eine gew�unschte Eigenschaft der Abbildung hervorrufen.
Ziel dieser Arbeit ist es, verschiedene Konzepte aus der Informationstheorie

zur De�nition von Lernkriterien zu verwenden. Es wird die Hypothese aufgestellt,
da� Begri�e wie relative Entropie, gemeinsame Information oder Transinformati-
on zu n�utzlichen Kriterien f�ur un�uberwachtes Lernen f�uhren k�onnen. Die Aufgabe
besteht darin, geeignete Begri�e aus der Informationstheorie als Optimalit�atskri-
terien f�ur das un�uberwachte Lernen zu de�nieren. Es sollen konnektionistische
Modelle untersucht werden, in denen sich diese Kriterien anwenden lassen, um
dann ihren potentiellen Nutzen zu untersuchen.

Zun�achst werden die zentralen Begri�e Information und Entropie eingef�uhrt.

2.1 Information und Entropie

Was versteht man unter der Information eines sensorischen Signals? Zur De�ni-
tion der Information konzentriert man sich zun�achst auf diskrete Signale x 2 �,
wobei � den diskreten Raum der m�oglichen Signale benennt. Man bezeichne mit
P (x) dieWahrscheinlichkeit,mit der man ein gewisses Signal x beobachtet. In die-
ser Sichtweise handelt es sich bei den Signalen also um diskrete Zufallsvariablen.
Shannon (1948) de�niert die Information I[P (x)] einer Wahrscheinlichkeitsver-
teilung P (x) als

I[P (x)] =
X
x2�

P (x) lnP (x) (2:1)

Dieser Ausdruck erinnert unmittelbar an die De�nition der Entropie H[P (x)]
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in der Thermodynamik

H[P (x)] = �kB
X
x2�

P (x) lnP (x) (2:2)

Hier gibt P (x) die Wahrscheinlichkeit an, ein thermodynamisches System in
einem Zustand x anzutre�en. In dieser Arbeit werden Zust�ande eines thermody-
namischen Modells Signalen zugeordnet und umgekehrt. Je nach Kontext wird
dem einen oder anderen Begri� Vorzug gegeben. In (2.2) bezeichnet kB die Boltz-
mannkonstante. Wir werden im folgenden kB = 1 setzen. In der statistischen
Thermodynamik wird Entropie auch als H = kBln
 de�niert, wobei 
 die An-
zahl Zust�ande bezeichnet, die einem thermodynamischen System bei gegebener
Energie zug�anglich sind (siehe z.B. Reif, 1965). Auf diese De�nition st�utzt sich
das intuitive Verst�andnis von Entropie als einer Gr�o�e, die \Unsicherheit" quanti-
�ziert. Je gr�o�er die Anzahl m�oglicher Zust�ande, desto gr�o�er die Unsicherheit in
welchem Zustand sich das System gerade be�ndet. Die Parallelit�at von (2.1) und
(2.2) f�uhrt zu der inzwischen vielleicht als selbstverst�andlich erachteten �Aquiva-
lenz des Begri�es Entropie mit \Mangel" an Information oder Unsicherheit. Diese
Analogie der De�nitionen hat der Informationstheorie den Zugang zu Methoden
der statistischen Thermodynamik er�o�net.

Auch in konnektionistischen Modellen haben sich Konzepte der Thermodyna-
mik niedergeschlagen: Das bekannte Hop�eld-Modell st�utzt sich auf theoretische
Modelle von Spingl�aser (Hop�eld, 1982a); das Simulated-Annealing als thermo-
dynamisch motiviertes Optimierungsverfahren (Geman und Geman, 1984); die
Mittelfeldn�aherung f�ur die Boltzmann-Maschine (Peterson und Anderson, 1987).
Dies sind nur einige der bekanntesten und fr�uhen Konzepte, die in Anlehnung an
die theoretische Thermodynamik vorgeschlagen wurden. Die Liste der analyti-
schen Methoden, die aus diesem Feld der Physik in konnektionistischen Modellen
angewendet werden, hat sich best�andig verl�angert.

Auch in den ersten Kapiteln dieser Arbeit wird diese Strategie verfolgt. Man
wendet die vorgeschlagenen informationstheoretischen Lernkriterien auf das ther-
modynamisch motivierte Modell der Boltzmann-Maschine an. Die Boltzmann-
Maschine wurde von Ackley, Hinton, und Sejnowski (1985) eingef�uhrt. Als ein sto-
chastisches System hat sie die wichtige Eigenschaft, da� die Wahrscheinlichkeits-
verteilung f�ur ihre bin�aren Zust�ande durch eine explizite De�nition analytisch
gegeben ist. Man erwartet daher, da� Informationbegri�e wie relative Entropie,
maximale Transinformation und minimale Redundanz, die auf der Wahrschein-
lichkeitsverteilung aufbauen, bei der Boltzmann-Maschine analytisch zug�anglich
sind. ImKapitel 3 wird eine ausf�uhrliche Einf�uhrung in dieses stochastische, r�uck-
gekoppelte System gegeben.

Im folgenden sollen diese informationstheoretischen Lernkriterien ausgehend
von einfachen �Uberlegungen zu den Signalverarbeitungsaufgaben f�ur ein Lebewe-
sen begr�undet werden. In den folgenden Kapiteln werden diese auf verschiedene
Modelle angewandt.
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2.2 Minimale relative Entropie

Bei einemLebewesen ist die erste und grundlegende Aufgabe der Informationsver-
arbeitung das Erkennen seiner sensorischen Umwelt. Man kann davon ausgehen,
da� die Umwelt durch die Wahrscheinlichkeit gekennzeichnet wird, mit der Ereig-
nisse oder Zust�ande eintreten. Noch bevor ein kognitiver Proze� statt�nden kann
(wie das Erkennen von Regelm�a�igkeiten oder Unregelm�a�igkeiten, die ein Indiz
auf eine Struktur in der Umgebung sein k�onnen), ist es wichtig, zu wissen, wie
wahrscheinlich ein gewisses sensorisches Signal ist. In dieser Sichtweise bedeutet
also, \die Umwelt zu kennen", da� man ein Modell der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung der sensorischen Stimuli gebildet hat. Diese Aufgabe bezeichnet man im
allgemeinen als Verteilungs- oder Dichtesch�atzung.

Nehmen wir an, man verf�ugt �uber ein adaptives System, das einem Einga-
besignal x 2 � eine gewisse Wahrscheinlichkeit P (x) zuordnen kann, wobei die-
se Wahrscheinlichkeit von der Wahl des Adaptionsparameter w abh�angt, d.h.
P (x) = P (x;w). 1 Weiter sei R(x) eine feste Wahrscheinlichkeitsverteilung, die
den Signalen in der Umwelt entspricht. Diese ist dem Beobachter allerdings nicht
bekannt. In der Praxis liegt nur ein Satz von Datenpunkten vor, die gem�a� die-
ser Verteilung beobachtet wurden. Dichtesch�atzung bedeutet, da� man mit Hilfe
dieser Datenpunkte ein Modell P (x;w) der Verteilung R(x) bildet. Der erste Be-
gri�, der uns zu einem Lernkriterium f�uhrt, ist die relative Entropie. Die relative
Entropie H[P;R] mi�t den Abstand zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen P (x)
und R(x)

H[P (x); R(x)] =
X
x2�

P (x) ln
P (x)

R(x)
(2:3)

Die bekannte Ungleichung 0 � H[P;R] (siehe Cover und Thomas (1991)),
wobei die Gleichheit auch P (x) = R(x) impliziert, stellt die Grundlage f�ur diesen
Abstandsbegri� dar. Hiermit l�a�t sich eine Sch�atzung der Wahrscheinlichkeits-
verteilung gewinnen. Man optimiert das adaptive System, so da� man ein Para-
meterw� mitminimaler relativer Entropie �ndet (siehe Abbildung 2.2). Hat man
ein gutes Minimum gefunden, so modelliert die vom System erzeugte Verteilung
P (x;w�) die zu lernende Verteilung R(x).

Das Lernkriterium der minimalen relativen Entropie bezeichnet man als �uber-
wachtes Lernen, da man eine Zielverteilung R(x) vorgegeben hat. Im Gegensatz
hierzu steht das un�uberwachte Lernen, bei dem man dem konnektionistischen
und adaptiven System lediglich eine Eingabe zur Verf�ugung stellt. Es bleibt dem
System dann frei �uberlassen, welche Repr�asentation es �ndet, um ein gewisses
Lernkriterium zu erf�ullen.

1In dieser Arbeit werden Parameter einer Verteilung durch ein Semikolon von den Zufalls-
variablen getrennt. Zur Nomenklatur dieser Arbeit siehe Kapitel 8
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xw

R(x)

MIN H[P(x;w),R(x)]
  w

P(x;w)

Abbildung 2.2: Relative EntropieH[P (x;w); R(x)] mi�t den Abstand der erzeug-
ten Verteilung P (x;w) von der Zielverteilung R(x) und kann f�ur die Adaptation
der Kopplungsparameter w verwendet werden.

2.3 Maximale Transinformation

Aber welches Kriterium f�ur das un�uberwachte Lernen k�onnte hilfreich sein? Wie
angenommen wurde, ist es f�ur ein Lebewesen eine grundlegende Aufgabe, sei-
ne Umgebung zu kennen. Man kann nun weiter annehmen, da� es grundlegend
ist, welche Repr�asentation von der Umgebung gebildet wird. Entsprechend der
Information, die aus dem Signal extrahiert werden soll, kann es verschiedene
sinnvolle Repr�asentationen geben. Ist es z.B. wichtig, \�ahnlichen" sensorischen
Signalen eine \benachbarte" Repr�asentation zuzuordnen, so �ndet man Konzep-
te wie die \selbstorganisierenden Merkmalskarten" von Kohonen (1982). Ohne
Anhaltspunkte allerdings, wie die Information weiter verarbeitet wird, erscheint
es am sinnvollsten, eine Repr�asentation zu �nden, die m�oglichst viel Information
der Umwelt enth�alt.

Eine Gr�o�e, die angibt, wieviel Information eine Zufallsvariable y 2 � �uber
eine Zufallsvariable x 2 � enth�alt, ist die gemeinsame Information I[P (x;y)]

I[P (x;y)] = H[P (y)] +H[P (x)]�H[P (x;y)] (2:4)

Hier sind die ersten zwei Terme die Entropien der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen der jeweiligen Zufallsvariablen. Der dritte Term mi�t die Information, die
in der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung P (x;y) der beiden Zufallsva-
riablen enthalten ist
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H[P (x;y)] = � X
y2�

X
x2�

P (x;y) lnP (x;y) (2:5)

Im diskreten Zustandsraum ist die gemeinsame Information I[P (x;y)] stets
positiv und nicht gr�o�er als die Entropie einer der beiden Verteilungen P (x) oder
P (y) (Cover und Thomas, 1991). Wir werden in Kapitel 4 und Kapitel 5 ver-
schiedene Interpretationen der gemeinsamen Information (2.4) betrachten. Ver-
steht man die beiden Zufallsvariablen als Ein- und Ausgabe eines stochastischen
Systems, so wird dieser Ausdruck auch Transinformation genannt. Man verwen-
det das Prinzip der maximalen Transinformation, falls man an der Ausgabe eine
Repr�asentation mit m�oglichst viel Information �uber die Eingabe erhalten m�ochte.
Die obere Schranke macht dieses Prinzip zu einem quantitativ aussagekr�afti-
gen Optimalit�atskriterium. Es hat sich als fruchtbares Kriterium f�ur un�uber-
wachtes Lernen in konnektionistischen Modellen erwiesen. Dieses Konzept wurde
von mehreren Autoren vorgeschlagen und auf verschiedene Systeme angewendet
(Becker, 1992; Bridle, 1989; Bridle, MacKay, und Heading, 1991; Linsker, 1988,
1989, 1992; Atick und Redlich, 1990). Kapitel 4 erkl�art einige dieser Ans�atze.
Diese Modelle sind in der Lage, statistisch signi�kante Merkmale zu extrahie-
ren (Atick und Redlich, 1990). Im Fall von linear korrelierten Eingabesignalen
ist dieses Kriteriummit der linearen Hauptkomponentenanalyse (PCA) verwandt
(F�oldi�ak, 1989). Alle diese Modelle beschr�anken sich allerdings auf lineare Trans-
formationen. In den zwei j�ungsten Arbeiten von (Nadal und Parga, 1994) bzw.
(Bell und Sejnowski, 1995) wird das Prinzip der maximalen Transinformation
(auch als Infomax bekannt) in einem nichtlinearen deterministischen Fall be-
trachtet.

In Kapitel 4 wird untersucht, ob das Prinzip maximaler Transinformati-
on auch auf ein stochastisches, r�uckkoppelndes, nichtlineares System wie die
Boltzmann-Maschine anwendbar ist. Verwendetman an der Ausgabe einen kleine-
ren Zustandraum, so erwartet man, da� die wesentliche Information der Eingabe
an der reduzierten Ausgabe erhalten bleibt. In Abbildung 2.3 ist dieses Konzept
f�ur eine dreidimensionale bin�are Eingabe und eine zweidimensionale bin�are Aus-
gabe dargestellt. Es wird untersucht, ob das System die hier suggerierte, adaptive
Datenkompression verwirklichen kann.

2.4 Statistisch unabh�angige Merkmale und

gemeinsame Information

Neben einer getreuen Informations�ubertragung erwartet man von einem sensori-
schen System auch das Erkennen und Extrahieren von Merkmalen der Umwelt.

An dieser Stelle soll die informationstheoretische De�nition des Begri�es sta-
tistisches Merkmal und des verwandten Begri�es der Redundanz einf�uhrt wer-
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Abbildung 2.3: Die Eingabe x besteht aus drei bin�aren Elementen. Es k�onnen
somit acht Zust�ande kodiert werden. Die dargestellte Eingabeverteilung P (x) ist
so gew�ahlt, da� im wesentlichen nur vier dieser Zust�ande vorkommen. Die zwei-
dimensionale bin�are Ausgabe kann nur vier Zust�ande kodieren. Die gemeinsame
Verteilung dieser Zust�ande P (x;y;w) h�angt von den Kopplungsparametern w

ab. Mit der gemeinsamen Information I[P (x;y;w)] l�a�t sich die Information, die
Zufallsvariable y �uber x enth�alt, durch Adaptieren der Kopplungsparameter w
maximieren. Hier wird eine gemeinsame Verteilung P (x;y;w) angezeigt, die eine
gute L�osung f�ur das Problem darstellt. (Die H�au�gkeit, mit der eine bestimmte
(x;y) Kombination auftritt, ist in der Gr�o�e der entsprechenden K�astchen ko-
diert.) Jedem der vier m�oglichen Ausgabewerte entspricht im wesentlichen ein
bestimmter Eingabewert, d.h. die Ausgabe enth�alt die wesentliche Information
�uber die Eingabe.
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den. Die statistische Unabh�angigkeit fungiert hier als Schl�usselidee. Als stati-
stisches Merkmal versteht man im allgemeinen eine Eigenschaft, die statistisch
unabh�angig von anderen Eigenschaften ist. Man nehme an, da� verschiedene Ei-
genschaften durch verschiedene Koordinaten y1; ::; yn eines mehrdimensionalen
Zustandsraumes gemessen werden. L�a�t sich die gemeinsame Wahrscheinlich-
keitsverteilung P (y1; y2; ::; yn) als Produkt der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der Einzelkoordinaten P (yi) darstellen

P (y) =
nY
i

P (yi) (2:6)

so bezeichnet man die yi als statistisch unabh�angig. Es ist interessant anzumer-
ken, da� die De�nition (2.4) der gemeinsamen Information als die relative En-
tropie zwischen der rechten und linken Seite der Bedingung (2.6) f�ur den Fall
zweier mehrdimensionaler Zufallsvariablen verstanden werden kann. Das bedeu-
tet, da� die gemeinsame Information angibt, wie \faktoriell" eine gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Mit (2.6) kann man die gemeinsame Informa-
tion MI[P (y)] (mutual information) f�ur n eindimensionale Variablen de�nieren

MI[P (y)] =
nX
i

H[P (yi)]�H[P (y)] (2:7)

Die gemeinsame Information ist eine nicht negative Gr�o�e, wobeiMI[P (y)] =
0 die G�ultigkeit von (2.6) impliziert. Von Redundanz spricht man, wenn in einer
diskreten Kodierung ein Zi�ernwert yi Information �uber den Wert einer anderen
Zi�er yj enth�alt - sie sind also statistisch abh�angig. Redundanz R[P (y)] kann
somit durch gemeinsame Information gemessen werden. Sie wird mit H[P (y)]
normiert

R[P (y)] =
MI[P (y)]

H[P (y)]
(2:8)

Das Finden von statistisch unabh�angigen Merkmalen wurde unter anderen
von Zipf (1949) und von Attneave (1954) als Grundlage der sensorischen Signal-
verarbeitung des Nervensystems vorgeschlagen. Barlow (1989) identi�ziert dieses
Prinzip als fundamentales Ziel des un�uberwachten Lernens. Die Arbeiten von
Redlich (1993a), Redlich (1993b) und Atick und Redlich (1992) implementieren
Barlows Merkmalsextraktion durch Redundanzreduktion. Auch in diesem Gebiet
haben sich die Arbeiten bisher haupts�achlich auf lineare Abh�angigkeit zwischen
den Signalen beschr�ankt. Um analytische Resultate zu erreichen, hat man dabei
oft normalverteilte Eingabesignale angenommen.

In Kapitel 5 wird untersucht, ob sich das Prinzip der minimalen gemeinsa-
men Information in dem stochastischen, r�uckgekoppelten, nichtlinearen System
der Boltzmann-Maschine verwirklichen l�a�t. Dabei sollen keine Annahmen �uber
die Signalverteilung an der Eingabe gemacht werden. Ziel ist es, eine bin�are
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Abbildung 2.4: Die Eingabe x ist ein zweidimensionaler kontinuierlicher Vek-
tor. Die Ausgabe soll die wichtigsten Merkmale der Eingabeverteilung in zwei
bin�aren Elementen kodieren. Die gemeinsame Verteilung P (x;y;w) h�angt von
den Kopplungsparametern w ab. Man erwartet, da� maximale Transinformation
H[P (x;y;w)] diese Aufgabe erf�ullt. Die extrahierten bin�aren Merkmale sollen un-
abh�angig sein. Minimale gemeinsame Information MI[P (y;w)] an der Ausgabe
soll dieses Ziel erreichen. Hier wird eine gemeinsame Verteilung P (x;y;w) ange-
deutet, die eine L�osung des Problems darstellt. Punkte innerhalb einer Punktwol-
ke erzeugen die gleiche Ausgabe (11, 01, 00), w�ahrend verschiedene Punktwolken
verschiedene Ausgaben erzeugen. Die Punkte wurden in Klassen eingeteilt. Die
Optimierungsaufgabe repr�asentiert somit eine un�uberwachte Klassi�kation. Je-
des der beiden Ausgabeelemente bezeichnet eine andere Eigenschaft der Eingabe:
oben/unten bzw. links/rechts.
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Merkmalsextraktion sowie redundanzfreie bin�are Rekodierung zu verwirklichen.
In Abbildung 2.4 wird ein einfaches Beispiel f�ur eine bin�are Merkmalsextrakti-
on gegeben. Aus einer zweidimensionalen kontinuierlichen Verteilung (vertikale
und horizontale Lage eines Punktes) sollen zwei bin�are Eigenschaften extrahiert
werden. In diesem Beispiel erwartet man, da� die bin�aren Merkmale oben/unten
und links/rechts extrahiert werden. Das bedeutet, da� jeder Eingabewert einer
gewissen Klasse zugeordnet wird.

2.5 Boltzmann-Maschine im kontinuierlichen

Zustandsraum

Die Boltzmann-Maschine hat bisher eine grundlegende Einschr�ankung: der Zu-
standsraum ist bin�ar. In der konnektionistischen Informationsverarbeitung und
ihren Anwendungen ist es wichtig, kontinuierlicheMerkmale erzeugen zu k�onnen.

Der analytische Ausdruck f�ur Wahrscheinlichkeiten in der Boltzmann-
Maschine erlaubt die informationstheoretischen Ma�e in Lernkriterien umzuset-
zen. Es wird daher in Kapitel 6 versucht, eine Erweiterung f�ur kontinuierliche
Zust�ande zu formulieren. Es wird untersucht, welches der bisher vorgeschlagenen
Lernkriterien auf solch ein Modell angewandt werden kann.

Wie sich zeigt, beschr�ankt die Stochastizit�at der thermodynamischen Modelle
im kontinuierlichen Fall die Implementation der theoretischen Ergebnisse. In den
folgenden Kapiteln dieser Arbeit wird daher ein v�ollig neuer Ansatz gew�ahlt. Man
wird von vornherein nur ein deterministisches System zulassen, f�ur das man kei-
nen analytischen Ausdruck der Wahrscheinlichkeitsdichten besitzt. Daraus ergibt
sich die neue Aufgabe, eine gute Sch�atzung der Entropien aus den gemessenen
Signalen zu gewinnen.

2.6 Informationsbegri�e im kontinuierlichen

Zustandsraum

Die informationstheoretischen Lernkonzepte, die bisher eingef�uhrt wurden, ba-
sieren auf der De�nition der Entropie. Die Hauptaufgabe besteht nun darin, die
Entropie einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsdichte p(x) zu messen. Bis-
lang wurde von Entropien einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung P (x) ge-
sprochen. Es sollen nun keine diskreten Zust�ande, sondern alle m�oglichen konti-
nuierlichen Zust�ande x 2 <n zugelassen sein. Die De�nition der Entropie einer
Wahrscheinlichkeitsdichte p(x) von Shannon (1948) ist analog zu (2.2)

H[p(x)] = �
Z
<n
x.p(x) ln p(x) (2:9)
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Hat man jedoch keinen analytischen Ausdruck f�ur das Integral in (2.9), so wird
es schwierig, die darauf aufbauenden Lernkriterien auszuwerten. Eine numerische
Integration �uber einen hochdimensionalen Raum ist praktisch nicht durchf�uhrbar.

W�ahrend man im Diskreten Information durch einfaches Z�ahlen von Ereig-
nissen messen kann, ist man im Kontinuierlichen mit Problemen wie Me�genau-
igkeit oder Rauschen konfrontiert. Im Gegensatz zum diskreten Fall �andert ei-
ne beliebige Skalierung einer Wahrscheinlichkeitsdichte die zugeh�orige Entropie.
Wie in Abschnitt 7.1 deutlich wird, �andert eine Volumenzerrung den Entropie-
gehalt einer Signaldichte. Diese �Anderung des Informationsma�es ist aber nicht
von Bedeutung, sondern lediglich auf die Normierungsbedingung f�ur eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte zur�uckzuf�uhren. Wie man im gleichen Abschnitt sieht, wird
aus diesem Grund f�ur kontinuierliche Signale der Zusammenhang zwischen Infor-
mation und Entropie strenger als Entropiedi�erenz vor und nach einer Messung
de�niert.

2.7 Konstante Informations�ubertragung

Im kontinuierlichen Fall ist es notwendig, das Kriterium der maximalen Transin-
formation zu �uberdenken. Die De�nition der Transinformation einer kontinuier-
lichen Wahrscheinlichkeitsdichte p(x;y) ist analog zu (2.4). W�ahrend die Trans-
information im diskreten Fall beidseitig beschr�ankt ist, gilt das im Kontinuierli-
chen nicht mehr. F�ur eine deterministische Abbildung ist die Transinformation
unendlich gro�. Dies bringt zum Ausdruck, da� mit einer Abbildung unendlicher
Genauigkeit unendlich viel Information �ubertragen werden k�onnte. Die Maximie-
rung der Transinformation macht f�ur eine deterministischeAbbildung keinen Sinn
mehr.

In dieser Arbeit wird vorgeschlagen, statt dessen konstante Informations�uber-
tragung als neues Prinzip zu verwenden:

H[p(x)]
!
= H[p(y;w)] (2:10)

Ein berechtigter Einwand k�onnte sein, da� man im Signal enthaltenes Rau-
schen nicht vollst�andig �ubertragen m�ochte. Signal und Rauschen lassen sich aller-
dings nicht sinnvoll voneinander trennen, ohne zuvor ein Modell der beobachteten
Signale gebildet zu haben bzw. Annahmen �uber die Rauschstatistik gemacht zu
haben. Solange man jedoch kein Modell der Signalverteilung zur Verf�ugung hat,
ist es sinnvoll, die Information der Eingabesignale konstant auf die Ausgabe ab-
zubilden.

Ziel des un�uberwachten Lernens ist es, eine neue Darstellung der Signale zu
gewinnen. Anders als in Modellen biologisch neuronaler Netze, gibt es in einer
k�unstlichen, konnektionistischen Struktur keinen Grund, stochastische Abbildun-
gen zu betrachten. Das Rauschen, das von einer stochastischen Abbildung an der
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Ausgabe generiert wird, vermindert die �ubertragene Information auf eine k�unstli-
che Art und Weise. Es liegt also nahe, deterministische Abbildungen y = f(x;w)
zwischen den Eingabesignalen und der neuen Ausgabe zu verwenden. Wie man
in Kapitel 7 aus Ungleichung (7.1) ersieht, ist Bedingung (2.10) f�ur volumener-
haltende Abbildungen erf�ullt �����@f(x)@x

����� = 1 (2:11)

Zumeist beschr�ankt sich die Literatur in diesem Forschungsgebiet auf die Un-
tersuchung von einfachen Abbildungen, die durch lineare Transformationen aus
den beobachteten Signalen hervorgehen. Im Gegensatz dazu beabsichtigt man in
dieser Arbeit, Klassen von nichtlinearen Transformationen zu verwenden, die die
Anwendung der vorgeschlagenen Informationskriterien erlauben.

Das f�uhrt zu den symplektischen Abbildungen, einer Klasse von volumener-
haltenden, nichtlinearen Transformationen (siehe Abraham und Marsden (1978)).
Es werden in Kapitel 7.1.1 und Kapitel 7.1.2 implizite und explizite De�nitionen
von symplektischen Funktionen betrachtet. Es wird untersucht, wie diese Abbil-
dungen in adaptiven konnektionistischen Strukturen verwendet werden k�onnen.

2.8 Minimale gemeinsame Information

Es ist wichtig zu bemerken, da� f�ur die korrekte De�nition von Volumenerhaltung
im Ein- und Ausgaberaum die gleiche Dimension gew�ahlt werden mu�. Das hei�t,
man wird nicht ohne weiteres eine Dimensionsreduktion erzielen k�onnen. Statt
dessen wird eine neue Darstellung der Eingabeverteilung an der Ausgabe erzeugt.
Das Kriterium soll, wie im ersten Teil der Arbeit, die Extraktion von statistisch
unabh�angigen Merkmalen sein. Man minimiert also die gemeinsame Information
in den Ausgabekoordinaten.

Die De�nition der gemeinsamen Information im Kontinuierlichen ist wieder
analog zu (2.7). Da die Entropie bei der Abbildung erhalten bleibt, mu� man
zur Reduktion der gemeinsame Information lediglich die Entropien H[p(yi)] der
Einzelkoordinaten yi minimieren

MI[p(y)] =
nX
i

H[p(yi)]�H[p(y)] =
nX
i

H[p(yi)]�H[p(x)] (2:12)

Die Entropie H[p(x)] der Eingabe ist konstant und h�angt nicht von den zu
optimierenden Kopplungsparametern ab. Zur Minimierung der gemeinsamen In-
formation ist es also nicht mehr notwendig, die statistische Abh�angigkeit der
verschiedenen Koordinaten zu beachten, was eine immense Reduktion der Kom-
plexit�at der Optimierungsaufgabe verspricht. Minimale gemeinsame Informati-
on mit volumenerhaltenden Abbildungen ist kein vollkommen neues Konzept.
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Abbildung 2.5: Oben: Das Konzept der linearen PCA wird verdeutlicht. Das
Finden der linearen Hauptkomponenten einer Verteilung kann auch als Rotation
verstanden werden, bei der die Hauptkomponente auf eine der neuen Koordina-
ten projiziert wird. Unten: Eine nichtlineare Komponentenanalyse transformiert
die nichtlineare Struktur der Eingabeverteilung p(x) in eine Ausgabeverteilung
p(y(w)) mit statistisch unabh�angigen Koordinaten. Man beachte die Schreib-
weise. Die Abh�angigkeit y(w) macht deutlich, da� die Verteilung mittels y nur
implizit von den Kopplungsparametern w abh�angt. Statistische Unabh�angigkeit
erreicht man durch Minimierung der gemeinsamen Information MI[p(y(w))] der
Ausgabekoordinaten. Man garantiert gleichzeitig konstante Informations�uber-
tragung H[p(x)] = H[p(y(w))].
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Tats�achlich l�a�t sich die bekannte Hauptkomponentenanalyse (PCA) auf dieses
Konzept zur�uckf�uhren. Die Rotation, die in der PCA verwendet wird, stellt eine
lineare, volumenerhaltende Transformation dar. Nimmtman an, da� die Eingabe-
signale normal verteilt sind, reduziert sich die minimale gemeinsame Information
auf lineare Dekorrelation, wie sie in der PCA verwendet wird. F�ur allgemeinere
Verteilungen allerdings impliziert Dekorrelation keine statistische Unabh�angig-
keit der Koordinaten. Ausgehend von dem Prinzip der minimalen gemeinsamen
Information, leitenDeco und Brauer (1994) Kriterien f�ur statistische Unabh�angig-
keit durch Mehrkoordinaten-Statistik h�oherer Ordnung ab. Comon (1994) macht
einen �ahnlichen Ansatz mit Kumulanten h�oherer Ordnung, indem er den Abstand
der Ausgabeverteilung zu einer Normalverteilung betrachtet (standardisierte ge-
meinsame Information). Er beschr�ankt sich dabei auf lineare Transformationen.

Die vorliegende Arbeit beabsichtigt somit eine Verallgemeinerung der PCA
in zweifacher Weise. Zum einen sollen nichtlineare Transformationen verwendet
werden, zum anderen m�ochte man auch nicht-normalverteilte Ein- oder Ausga-
bekoordinaten zulassen. Die Idee der nichtlinearen Komponentenanalyse wird in
Abbildung 2.5 verdeutlicht. Dieses Konzept wird in Kapitel 7 untersucht.

2.9 Entropiemessung mit Statistik h�oherer

Ordnung

Zur Minimierung der gemeinsamen Information der Ausgabekoordinaten ben�otigt
man eine Methode zur Messung oder Sch�atzung der Entropien der Einzelkoordi-
natenH[p(yi)]. Diese sind aber nicht genau bestimmbar, da die Ausgabeverteilung
nur �uber einen Satz von Datenpunkten gegeben ist. Dar�uber hinaus gehen die Pa-
rameter, die optimiert werden sollen, nur implizit mittels der Ausgabewerte in die
Verteilung ein. Allerdings ist eine einfache obere Grenze f�ur die Entropie bekannt.
Diese l�a�t sich durch die me�bare Varianz � der Wahrscheinlichkeitsdichte p(y)
analytisch ausdr�ucken

H[p(y)] � 1

2
ln(2�e) +

1

2
ln�2 (2:13)

Sie erm�oglicht eine numerisch e�ziente Optimierung des Lernkriteriums
der minimalen gemeinsamen Information (2.12). Dieser Ansatz wird in Ab-
schnitt 7.2.1 diskutiert und f�ur die Anwendungen der vorgestellten nichtlinearen
Merkmalsextraktion in Abschnitt 7.3.2 und 7.3.3 verwendet.

Die Minimierung der Entropie mittels der Varianz erfa�t allerdings keine Sta-
tistik h�oherer Ordnung an der Ausgabeverteilung. Das bedeutet nicht, da� die
Eingabeverteilung auf Statistik zweiter Ordnung beschr�ankt bleiben mu�. Um
dar�uber hinaus Statistik h�oherer Ordnung an der Ausgabe zu betrachten, wird
hier die Edgeworth-Entwicklung zur Sch�atzung einer Wahrscheinlichkeitsdichte
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verwendet. Diese Messung basiert auf der Bestimmung von Kumulanten h�oher-
er Ordnung und hat den Vorteil, da� man einen analytischen Ausdruck f�ur die
Entropie und somit f�ur die Kostenfunktion erh�alt. Man erho�t damit, Gradienten-
methoden f�ur die Optimierung der konnektionistischen Strukturen zu gewinnen.
Dieses Konzept wird in Abschnitt 7.2 analysiert.

2.10 Dichtesch�atzung - bedingte Wahrschein-

lichkeit

Hat man schlie�lich eine faktorielle Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichte
gefunden, kann dies auch f�ur die klassische Dichtesch�atzung verwendet werden.
Statt der Sch�atzung einer Dichte im n-dimensionalen Zustandsraum, kann man
jetzt die verschiedenen Koordinaten unabh�angig voneinander betrachten. Das
Problem reduziert sich somit auf die wesentlich einfachere Sch�atzung von eindi-
mensionalen Dichten. Das spezielle Konzept der konstanten Informations�ubertra-
gung und die Architekturen mit denen die volumenerhaltenden Transformationen
verwirklicht werden, legen zwei Anwendungen dieses vorgeschlagenen Konzeptes
zur Dichtesch�atzung durch minimale gemeinsame Information nahe: Neuheitsde-
tektion und Sch�atzung von bedingten Wahrscheinlichkeiten bzw. Funktionenap-
proximation, beides f�ur kontinuierliche Signale.

Bei der Sch�atzung einer bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilung will man die
Wahrscheinlichkeit p(yjx) modellieren, die einem Signal y zukommt, wenn ein x
beobachtet wurde. Im allgemeinen steht f�ur diese Aufgabe die Zielverteilung in
Form von Wertepaaren (y;x) zur Verf�ugung. Diese sind gem�a� der gemeinsamen
Dichte p(y;x) gezogen worden. Man kann nun den kombinierten Raum der bei-
den Zufallsvariablen betrachten und die gemeinsame Verteilung p(y;x) sch�atzen
(siehe Abbildung 2.6). Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte erh�alt man aus

p(yjx) = p(y;x)

p(x)
(2:14)

Man modelliert hierbei einen probabilistischen Zusammenhang zwischen der
Eingabe und der Ausgabe. Es lassen sich daraus verschiedene statistische Aus-
sagen ableiten. So kann man die Sicherheit angeben, mit der ein Ausgabewert
in einem bestimmten Intervall zu beobachten ist. Dies ist bei Prognoseaufgaben
w�unschenwert, bei denen man wissen m�ochte, mit welcher Wahrscheinlichkeit ei-
ne bestimmte Vorhersage eintri�t. Eine L�osung f�ur diese Aufgabenstellung wird
in Abschnitt 7.3.1 ausgearbeitet.
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Abbildung 2.6: Die Eingabe des Systems besteht nun aus den kombinierten Zu-
fallsvariablen (y;x). Die Ausgabe wird hier mit z bezeichnet. Es wird eine einfache
Verteilung p(z(w)) mit statistisch unabh�angigen Koordinaten an der Ausgabe er-
zeugt. Diese liefert eine Sch�atzung der Dichte p(y;x). Auf �ahnliche Weise kann
man eine Sch�atzung von p(x) gewinnen. Mit Gleichung (2.14) erh�alt man dann
eine Sch�atzung f�ur die bedingte Dichte p(yjx).

2.11 Dichtesch�atzung - Neuheitsdetektion

In dieser Arbeit wird die mit der Dichtesch�atzung eng verwandte Aufgabe der
Neuheitsdetektion betrachtet. Eine Dichte ist gegeben durch einen Satz von be-
kannten Datenpunkten. In der Neuheitsdetektion mu� entschieden werden, ob
ein neuer Datenpunkt zur gesch�atzten Verteilung geh�ort oder nicht. Die Frage
lautet daher: Wie wahrscheinlich ist ein beobachteter neuer Datenpunkt entspre-
chend der bisher beobachten Datenpunkte? F�ur eine gegebene Entscheidungs-
schwelle m�ochte man somit die entsprechende Konturlinie der Dichte der bekann-
ten Datenpunkte bestimmen. Ben�otigt man die Kontur f�ur jede beliebige Ent-
scheidungsschwelle, so mu� die gesamte Dichte gesch�atzt werden. Die Aufgabe
der Neuheitsdetektion mit Hilfe einer vorhergehenden Faktorisierung der Wahr-
scheinlichkeitsdichte wird in Abbildung 2.7 veranschaulicht. Dieses Konzept wird
in Abschnitt 7.3.2 diskutiert.

In Abschnitt 7.3.3 schlie�lich wird dieses Konzept an einem technischen Pro-
blem angewandt. Es soll der Ausfall eines Elektromotors vorhergesagt werden,
indem man Unregelm�a�igkeiten in einem gemessenen Stromspektrum erkennt.
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Abbildung 2.7: Der Punkt, der durch ein Kreis repr�asentiert wird und als neu
detektiert werden soll, ist nach der Transformation einfacher von dem Rest der
Verteilung zu trennen sein. Die Transformation ist wieder die vorgeschlagene in-
formationserhaltende Faktorisierung, so wie sie in Abbildung 2.5 unten dargestellt
wurde.

Der hoch-dimensionale Merkmalsraum (200-1000 Frequenzwerte) macht eine Di-
mensionsreduktion erforderlich. In der Praxis wird hierzu oft lineare Hauptkom-
ponentenanalyse verwendet. Da das vorgestellte Konzept als eine nichtlineare
Komponentenanalyse verstanden werden kann, erwartet man gute Resultate. Im
Gegensatz zu anderen verwendeten Techniken liefert diese Methode zudem eine
informationstheoretische Interpretation der Ergebnisse.

2.12 Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden die Konzepte der maximalen Transinformation, mini-
malen gemeinsamen Information und konstanten Informations�ubertragung ana-
lysiert und als Grundlage f�ur das un�uberwachte Lernen von konnektionistischen
Modellen verwendet. F�ur diskrete Ausgabesignale verwendet man das stocha-
stische, thermodynamisch motivierte Modell der Boltzmann-Maschine, das f�ur
kontinuierliche Signale erweitert wird. Das neue Konzept der Faktorisierung un-
ter konstanter Information wird auf deterministische Modelle angewandt und
analysiert. Es werden die verschiedenen Aufgaben demonstriert, die von den vor-
gestellten Konzepten gel�ost werden k�onnen.
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Kapitel 3

Relative Entropie im Diskreten -

klassische Boltzmann-Maschine

Dieses Kapitel erf�ullt zwei Funktionen. Einerseits ist es als Einf�uhrung in die
Boltzmann-Maschine gedacht, andererseits soll es darlegen, wie das Lernkriteri-
um der minimalen relativen Entropie zur Optimierung eines konnektionistischen
Modells verwendet werden kann. Die Beschreibung der neuen un�uberwachten
Lernkriterien (Kapitel 4 und 5) und der Erweiterung der Boltzmann-Maschine
auf einen kontinuierlichen Zustandsraum (Kapitel 6) baut hierauf auf.

Die Boltzmann-Maschine ist eines der ersten konnektionistischenModelle, das
mit dem Begri� der relativen Entropie ein informationstheoretisches Lernkriteri-
um verwendet (Ackley et al., 1985). Es stellt eine Generalisierung des bekannten
Hop�eld-Modells dar (Hop�eld, 1982a). Wie auch beim Hop�eld-Modell werden
die bin�aren Zust�ande des stochastischen Systems mit den bin�aren Signalen, die
verarbeitet werden sollen, identi�ziert. Das Hop�eld-Modell wird erweitert, indem
man freie Zust�ande einf�uhrt. Diese werden nicht direkt mit den �au�eren, vorgege-
benen Signalen identi�ziert. Die inneren Zust�ande k�onnen so eine Repr�asentation
der gew�unschten Zusammenh�ange der �au�eren oder \sichtbaren" Zust�ande ver-
wirklichen. Die Probleme, die aus der inh�arenten Stochastizit�at des thermodyna-
mischen Modells entspringen, werden durch die Anwendung der Mittelfeldtheorie
durch Peterson und Anderson (1987) �uberwunden. Die stochastische Dynamik der
bin�aren Zust�ande wird dabei durch deterministischeGleichungen der Mittel dieser
Zust�ande ersetzt. Die Boltzmann-Maschine ist f�ur verschiedene kombinatorische
Aufgaben wie Mustervervollst�andigung und Kodierung angewendet worden. Im
wesentlichen kann man diese in zwei Kategorien unterteilen: Autoassoziation und
Modellierung bin�arer Funktionen.

24



W
h

v

Abbildung 3.1: In der klassischen Boltzmann-Maschine werden die bin�aren
Zust�ande s in sichtbare v und innere Zust�ande h unterteilt. Sie wechselwirken
mittels der Kopplungsmatrix W . Die sichtbaren Zust�ande dienen als Ein- und
Ausgabe.

3.1 Die klassische Boltzmann-Maschine

3.1.1 De�nition

Die Boltzmann-Maschine besteht aus bin�aren stochastischen Elementen s 2
f1;�1gn. Diese stehen in Wechselwirkung durch eine symmetrische Kopplungs-
matrix W 2 <n � <n, wij = wji. Wie angedeutet unterscheidet man zwischen
sichtbaren Elementen v (visible) und inneren Elementen h (hidden). Die ent-
sprechende Notation s = (v;h) sollte man sich vor Augen halten. Dem Zustand
s wird die quadratische Energie E(s;W ) zugeordnet

E(s;W ) =
X
ij

siwijsj (3:1)

Die zugrundeliegende Idee der Funktionsweisen ist f�ur die Boltzmann-
Maschine und das Hop�eld-Modell gleich. Die Zust�ande minimaler Energie sol-
len die zu reproduzierenden bin�aren Muster darstellen, wobei diese im Fall der
Boltzmann-Maschine nur mit den sichtbaren Zust�anden v identi�ziert werden
(siehe Abbildung 3.1). Man fordert f�ur die Zust�ande (v;h) eine Boltzmann-
Verteilung

P (v;h;W ) = e��E(v;h;W )=Z (3:2)

Z =
X
vh

e��E(v;h;W ) (3:3)

wobei Z die Zustandssumme und � = 1=T eine inverse Temperatur darstellt.
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Die Summe ist �uber den gesamten Zustandsraum f1;�1gn zu erstrecken. 1 Man
beachte, da� bei niedrigen Temperaturen die Verteilung (3.2) Zust�ande niedri-
ger Energie bevorzugt. Das bedeutet, da� den Zust�anden, die von dem System
reproduziert werden sollen, eine hohe Wahrscheinlichkeit zukommt.

Obwohl diese Wahrscheinlichkeiten sich explizit aus (3.1)-(3.2) berechnen las-
sen, ist das f�ur gro�e n in der Praxis nicht realisierbar, da sich die Zustands-
summe in (3.3) �uber 2n Zust�ande erstreckt. Kappen (1994) reduziert den e�ek-
tiven Zustandraum erheblich, indem er Kopplungen einf�uhrt, die einem Gro�teil
der Zust�ande verschwindende Wahrscheinlichkeit zuordnet. Diese eingeschr�ank-
te Boltzmann-Maschine �ahnelt dem bekannten Perceptron-Modell (Rosenblatt,
1962; Rumelhart, Hinton, und Williams, 1988). Will man aber den Zustandsraum
nicht einschr�anken, so ist man gezwungen, die Verteilung durch eine stochastische
Dynamik zu simulieren.

3.1.2 Stochastische Dynamik

Um eine Boltzmann-Verteilung zu gew�ahrleisten, mu� das stochastische, dynami-
sche System dem Prinzip der detailierten Balance f�ur die �Ubergangswahrschein-
lichkeitenW (s! s0) gen�ugen (Fischer und Herz, 1991). Dieses Prinzip wird von
der sogenannten Glauber-Dynamik erf�ullt (Glauber, 1963)

W (si !�si) = 1

2
(1� si tanh(�

X
j

wijsj)) (3:4)

Es soll hervorgehoben werden, da� f�ur die Ableitung dieses Ausdruckes die
Symmetrie-Eigenschaft der Kopplungen wij verwendet wurde. Diese Bedingung
ist nicht zwingend und wird in (Sch�urmann, 1989) abgeschw�acht. Eine weitere
stochastische Dynamik, die im Fall kontinuierlicher Zust�ande zu einer Boltzmann-
Verteilung f�uhrt, wird durch die Langevin-Gleichungen beschrieben (Skohorod,
1985). Sie ist eng mit der Glauber-Dynamik verwandt. Im wesentlichen beschrei-
ben die Langevin-Gleichungen einen Gradientenabstieg auf der Energiefunktion
der kontinuierlichen thermodynamischen Zust�ande. Ein additiven Rauschterm si-
muliert dabei die thermische Stochastizit�at.

3.1.3 Abk�uhlung

Zur Generierung einer Boltzmann-Verteilung verwendet man also im Fall gro�er
n die Glauber-Dynamik. Jede Ausgangsverteilung von Zust�anden in einem En-
semble gleicher Systeme konvergiert unter Glauber-Dynamik (3.4) gegen die sta-
tion�are Boltzmann-Verteilung. Im station�aren Zustand ist das System ergodisch

1Es gibt eine deutliche Analogie zu den physikalischen Ising-Spinmodellen, mit denen
Spingl�aser beschrieben werden (Fischer und Herz, 1991). Es soll in dieser Arbeit aber nur
beschr�ankt auf diese Analogie eingegangen werden, da das Hauptinteresse in den informations-
theoretischen Lernkriterien liegt.
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und man kann die Ensemblestatistik durch die Zeitstatistik ersetzen. Man kann
sich somit auf ein einziges Exemplar des Ensembles beschr�anken. Ausgehend von
einem beliebigen Zustand berechnet man gem�a� (3.4) einen neuen Zustand. Die
Folge von Zust�anden gen�ugt dann im Station�aren einer Boltzmann-Verteilung.
Dieses Verfahren ist auch als Metropolis-Algorithmus bekannt (Metropolis, Ro-
senblut, Rosenblut, Teller, und Teller, 1953). Die so erzeugte Verteilung kann zur
Berechnung der Zustandsmittelwerte verwendet werden. Wie schon angedeutet,
ist man daran interessiert, Zust�ande hoher Wahrscheinlichkeit zu �nden. Man
m�ochte also die Verteilung bei niedrigen Temperaturen generieren. F�ur kleinere
Temperatur ben�otigt die Dynamik l�anger bis zur Konvergenz ins Station�are. Da-
her wird man die Glauber-Dynamik zun�achst bei hohen Temperaturen iterieren
und dann quasistation�ar abk�uhlen.2

3.2 Lernen mit minimaler relativer Entropie

Der Lernproze� in der Boltzmann-Maschine soll die geeignete Energiefunktion
E(s;W ) �nden, die den zu lernenden bin�aren Mustern eine hohe Wahrscheinlich-
keit zuordnet. Allgemeiner gesagt, sollte das Lernen die Kopplungen W adaptie-
ren, so da� einem sichtbaren Zustand v eine vorgegebeneWahrscheinlichkeitR(v)
zugeordnet wird. Im Gegensatz zum Hop�eld-Modell, kann das System hierzu
eine interne Repr�asentation h eines sichtbaren Musters v in den inneren Elemen-
ten erzeugen. Der Abstand der vorgegebenen Zielverteilung R(v) von der durch
die Boltzmann-Maschine erzeugten Zustandsverteilung der sichtbaren Elemente
P (v;W ) =

P
h P (v;h;W ), l�a�t sich durch die relative Entropie messen

H[P (v;W ); R(v)] =
X
v

P (v;W ) ln
P (v;W )

R(v)
(3:5)

Dieser Ausdruck wird nun als Kostenfunktion eines in den Kopplungen W
adaptiven Systems betrachtet. Zur Optimierung wird ein Gradientenabstieg in
W angewendet. Die folgende Lernregel wird beispielsweise in (Herz, Krogh, und
Palmer, 1990) abgeleitet

�wij = �" @H
@wij

=
"

T

h
hsisjiv � hsisji

i
(3:6)

Diese Lernregel verwendet lediglich die Mittelwerte der paarweisen Korrelatio-
nen der zu einer Kopplung geh�origen Zustandsvariablen. Diese Korrelationsterme
werden als Hebb'sches und Anti-Hebb'sches Lernen bezeichnet. Sie sind insbeson-
dere interessant, da sie nur Information verwenden, die lokal zur Verf�ugung steht.

2Geman und Geman (1984) geben als theoretische Grenzgeschwindigkeit f�ur eine quasista-
tion�are Abk�uhlung T (k) � c

ln(1+k)
an, wobei k die Nummer des Iterationsschrittes und c eine

noch zu bestimmende Konstante sind.
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Hebb (1949) stellt als erster die Hypothese auf, da� Lernen in einem biologi-
schen neuronalen Netz auf der Adaptation von synaptischen Kopplungen, gem�a�
der Korrelation von presynaptischer und postsynaptischer Aktivit�at, basiert. Die
Mittelwerte

hf(s)iv =
X
vh

P (hjv;W )R(v)f(s)

hf(s)i =X
vh

P (h;v;W )f(s)

nennt man auch �xiertes und freies Mittel. Gemeint ist, da� das thermische
Mittel bei fest vorgegebenen bzw. freien sichtbaren Zust�anden v durchgef�uhrt
wird. Die bedingte Wahrscheinlichkeit P (hjv;W ) bezeichnet die Verteilung der
inneren Zust�ande h bei gegebenem sichtbarem Zustand v und ist bestimmt durch
P (hjv;W ) = P (v;h;W )=P (v;W ). Diese Mittel k�onnen f�ur kleine n explizit be-
rechnet werden. F�ur gro�e n bevorzugt man den Metropolis-Algorithmus, wobei
die Glauber-Dynamik f�ur freie bzw. f�ur �xierte sichtbare Elemente iteriert wird.
Die sichtbaren Elemente werden dabei gem�a� der ZielwahrscheinlichkeitR(v) auf
die entsprechenden Zust�ande �xiert. Beide Methoden k�onnen nat�urlich sehr re-
chenintensiv werden. Aus diesemGrund ist es sinnvoll, die stochastische Dynamik
durch eine deterministische Dynamik zu ersetzen.

3.3 Deterministische Dynamik

3.3.1 Mittelfeldgleichungen

Man beachte, da� bedingt durch die einfache Struktur der Energiefunktion (3.1),
lediglich Mittel der Zustandsvariablen in die Lerngleichungen (3.6) eingehen. Es
wird versucht, diese Mittelwerte zu berechnen, ohne die Boltzmann-Verteilung
explizit simulieren oder berechnen zu m�ussen. Hierzu zieht man die Mittelfeld-
theorie zu Hilfe. 3 Peterson und Anderson (1987) sowie Peterson und Hartman
(1989) schlagen vor, die kostenintensive, stochastische Dynamik durch eine deter-
ministische Dynamik der Mittelwerte zu ersetzen. Es gibt verschiedeneMethoden,
zu den entsprechenden Mittelfeldgleichungen zu gelangen. In Kapitel 6 wird die
Sattelpunktn�aherung angesprochen. In der Mittelfeldn�aherung approximiert man
das Mittel des Feldes f = rsE(s) durch das Feld der mittleren Zust�ande. F�ur
Spinzust�ande bedeutet das

htanh(�fi)i � tanh(� hfii)
3Die Mittelfeldtheorie wird allgemeiner im Kontext kombinatorischer Optimierungsaufgaben

verwendet. Yuille und Kosowsky (1994) geben einen �Uberblick �uber die verschiedenen Ans�atze
in diesem Gebiet.
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Man erh�alt damit Gleichungen f�ur die mittleren Zustandsvariablen

hsii = tanh

0
@� nX

j=1

wij hsji
1
A (3:7)

Statt die stochastische Dynamik auszuf�uhren, kann man jetzt L�osungen von
(3.7) suchen. F�ur Temperaturen oberhalb einer kritischen Temperatur Tc hat
diese Gleichung nur die triviale L�osung hsi = 0. Andere L�osungen k�onnen durch
Fixpunktiteration gefunden werden. In der Tat ist die Gleichung 3.7 station�are
L�osung der partiellen Di�erenzialgleichung erster Ordnung

d

dt
hsii = �hsii + tanh

0
@� nX

j=1

wij hsji
1
A (3:8)

Die Fixpunktiteration kann als diskrete Integration dieser Gleichung mit einer
Zeitdiskretisierung von �t = 1 verstanden werden. F�ur diese Di�erentialgleichung
gibt Hop�eld (1982b) eine Lyapunov-Funktion an, die die Konvergenz in eine
station�are L�osung f�ur symmetrische Kopplungen garantiert.

F�ur die Anwendung der Lernregel (3.6) ist eine weitere N�aherung notwendig.
Die Reihenfolge von thermischem Mittel und Korrelation wird vertauscht,

hsisji = hsii hsji (3:9)

Mit den Mittelwertgleichungen (3.7) und dieser letzten N�aherung l�a�t sich die
relative Entropie mit der Lernregel (3.6) minimieren.

3.3.2 Kritische Temperatur der Mittelfeldgleichungen

Es soll hervorgehoben werden, da� es in einem Spinsystem mit endlichem n kei-
nen Phasen�ubergang gibt, der eine physikalisch bedeutungsvolle kritische Tem-
peratur de�niert. Die Mittelfeldgleichungen (3.7) werden aber f�ur den Grenzwert
n ! 1 abgeleitet. F�ur die Gleichungen (3.7) gibt es daher mindestens zwei
ausgezeichnete Phasen, die eine sinnvolle kritische Temperatur de�nieren: Die
\paramagnetische" Phase, in der es nur eine stabile L�osung mit verschwindender
\Magnetisierung" hsi gibt; und eine zweite Phase, bei der vielf�altige, stabile und
metastabile Zust�ande m�oglich sind. Es soll hier nicht die G�ultigkeit des Mittel-
wertansatzes diskutiert werden. Allerdings soll darauf hingewiesen werden, da�
die Mittelfeldtheorie gerade in der N�ahe der kritischen Temperatur eine unzurei-
chende Beschreibung von physikalischen Spinsystemen liefert.

Die Bedeutung der kritischen Temperatur soll hier veranschaulicht werden.
Da f�ur T � Tc, hsi = 0 gilt, ist es zul�assig, die Gleichungen (3.7) f�ur hohe
Temperaturen um den Nullpunkt zu linearisieren: hsi = 1

T
w hsi. Betrachtet man

diese nun als Fixpunktgleichung

hsi (t+ 1) =
1

T
W hsi (t)
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so l�a�t sich die Temperatur bestimmen, bei der die L�osung hsi = 0 instabil
wird und die Magnetisierung anw�achst. Die Stabilit�atsbedingung lautet hierf�ur:
jjW=T jj < 1. Die Norm einer symmetrischen Matrix ist aber nichts anderes als
der betragsm�a�ig gr�o�te Eigenwert �max. Der Phasen�ubergang tritt also bei Tc =
�max ein. Eine �ahnliche Grenztemperatur �ndet man in einer Verallgemeinerung
dieses bin�aren Modells auf ein System mit kontinuierlichen Zust�anden in Kapitel
6.

3.4 Bin�are Autoassoziation

An der Aufgabe der Autoassoziation soll die Funktionsweise der deterministischen
Boltzmann-Maschine verdeutlicht werden. Unter Autoassoziation versteht man
die Rekonstruktion eines Signals aus einem gest�orten oder verrauschten Signal.
Man gibt dabei einen festen Satz zul�assiger Signale vor, die abgerufen werden
k�onnen. Im diskreten Zustandsraum handelt es sich im allgemeinen um bin�are
Muster. Man identi�ziert in der Boltzmann-Maschine ein Muster mit einer festen
Kon�guration v der sichtbaren Elemente. Den Satz bin�arer Muster repr�asentiert
man mit der zu lernenden Verteilung R(v). Die relative Entropie als Lernkriteri-
um adaptiert die Energiefunktion, so da� die Boltzmann-Verteilung P (v) die vor-
gegebene VerteilungR(v) m�oglichst gut wiedergibt, d.h. vorgegebenen Zust�anden
wird eine hohe Wahrscheinlichkeit zugeordnet. Die Boltzmann-Maschine relaxiert
bei abnehmenden Temperaturen auf Zust�ande hoher Wahrscheinlichkeit. Nach
dem Lernen wird sie also gegen diese vorgegebenen Zust�anden konvergieren. Auch
die deterministischen Gleichungen (3.7) der Mittelwerte werden gegen die gelern-
ten Zust�anden konvergieren. Neben den gelernten Mustern kann es aber noch
andere stabile Zust�ande geben.4 Die genaue Form des Anziehungsgebietes der
gelernten Muster wird von der quadratischen Energiefunktion bestimmt. Diese
wurde aber auch mit dem Ziel trainiert, nicht vorgegebenen Mustern eine ver-
schwindende Wahrscheinlichkeit zuzuordnen und damit die Anziehungsgebiete
der vorgegebenen Muster zu vergr�o�ern. Zur Autoassoziation wird das zu re-
konstruierende, gest�orte Muster als Anfangswert der sichtbaren Zust�ande v der
Relaxation der deterministischen Gleichungen (3.7) verwendet. Das System kon-
vergiert zu dem n�achstliegenden Fixpunkt, der gleichzeitig dem �ahnlichsten der
gelernten Muster entspricht.

Die Lernregeln (3.6) enthalten freie und �xierte Mittel. Diese k�onnen mit Mit-
telfeldgleichungen (3.7) bestimmt werden. Die �xierten Mittel erh�alt man, indem
die sichtbaren Elemente auf einen der zu lernenden Zust�ande v �xiert werden,

4Viele dieser Zust�ande sind unter einer stochastischen Dynamik in einem System mit end-
lichem n lediglich metastabil. Das hei�t, sie verschwinden f�ur abnehmende Temperatur. Auf-
grund der deterministischen Mittelwertdynamik, die exakt nur f�ur die Grenzwerte n!1 oder
T ! 0 gilt, werden diese metastabilen Zust�ande in einem endlichen System stabil. Zu den hier
angesprochenen Grenzwerten siehe Abschnitt 6.3.
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Abbildung 3.2: In der Standard-Boltzmann-Maschine unterscheidet man zwischen
einer m�oglicherweise kontinuierlichen Eingabe x und den bin�aren Zust�anden, die
einer Boltzmann-Verteilung gen�ugen. Die Eingabe wird mittels einer Kopplungs-
matrix W ext als externes Feld an das System angebunden. Die bin�aren Zust�ande
werden oft weiter in Ausgabe y und innere Zust�ande h unterteilt.

w�ahrend die restlichen Zust�ande gem�a� der Mittelfelddynamik (3.7) relaxiert
werden. Dabei wird die in Abschnitt 3.1.3 angesprochene Abk�uhlung simuliert.
Ausgehend von einer Temperatur oberhalb der kritischen Temperatur relaxiert
das System bei gleichzeitig abnehmender Temperatur. Die resultierenden Mittel-
werte f�ur die verschiedenen Lernmuster v werden dann entsprechendR(v) gemit-
telt. Zur Bestimmung der freien Mittel wird Gleichung 3.7 mit kleinen zuf�alligen
Startwerten initialisiert und dann ohne Einschr�ankungen relaxiert.

3.5 Standard-Boltzmann-Maschine

Die klassische Boltzmann-Maschine wurde von Hop�eld (1987) erweitert, indem
er ein konstantes externes Feld f ext zul�a�t. �Uber diesem l�a�t sich mit einer
Kopplungsmatrix wext 2 <n � <m eine kontinuierliche Eingabe x 2 <n in die
Boltzmann-Maschine einf�uhren, f exti =

P
j w

ext
ij xj. Die sichtbaren Zust�ande wer-

den jetzt als reine Ausgabe betrachtet und mit y benannt.
Die Zustandsvariable s setzt sich also aus inneren Zust�anden und den Ausga-

bezust�anden zusammen, das hei�t s=(h,y). Die entsprechende Energiefunktion
mit �au�erem Feld als Eingabe lautet

E(sjx;W;W ext) =
X
ij

siwijsj +
X
ij

siw
ext
ij xj

Man beachte die Schreibweise der Argumente der Energie. Die Kopp-
lungsst�arken sind Parameter der Energie. Die Eingabe x ist keine Zustandva-
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riable des Systems. Sie gen�ugt nicht einer Boltzmann-Verteilung sondern einer
fest vorgegeben externen Verteilung R(x). Um pr�aziser zu sein: die Verteilung
R(x;y) ist durch ein Satz von N Wertepaaren (x1;y1); :::; (xN;yN) gegeben. 5

Die Verteilung, die diese Boltzmann-Maschine generieren wird, ist jetzt ei-
ne bedingte Wahrscheinlichkeit P (sjx;W;W ext). Summiert man �uber die inneren
Zust�ande h, so erh�alt man die Verteilung, die zur Modellierung benutzt wird,
P (yjx;W;W ext) =

P
h P (sjx;W;W ext). Die Verteilung, die mit dem Kriterium

der minimalen relativen Entropie modelliert werden soll, ist die bedingte Wahr-
scheinlichkeitR(yjx), einen Zustand y bei gegebenem x zu erhalten. Der Abstand
dieser beiden Verteilungen wird wieder mit der relativen Entropie gemessen. Die
relative Entropie wird als Kostenfunktion betrachtet und die Kopplungen wij und
wext
ij mit einem Gradientenabstieg optimiert. Die Lerngleichungen f�ur die inneren

Kopplungen sind analog zu (3.6). Auch f�ur die externen Kopplungen erh�alt man
entsprechendes

�wij =
"

T

h
hsisjiy;x � hsisjix

i
(3.10)

�wext
ij =

"

T

h
hsixjiy;x � hsixjix

i
(3.11)

Die thermischen Mittel werden jetzt f�ur feste Eingaben x gebildet und dann
zus�atzlich �uber die Eingabeverteilung R(x) gemittelt

hf(s;x)iy;x =
X
x2�

X
yh

P (hjy;x;W;W ext)R(y;x)f(s)

hf(s;x)ix =
X
x2�

X
yh

P (h;yjx;W;W ext)R(x)f(s)

Die vorgegebene gemeinsame Verteilung R(y;x) = R(yjx)R(x) de�niert die
zu lernende Relation zwischen Eingabe und Ausgabe. Der Relaxationsproze� un-
terscheidet sich vom bisher beschriebenen Modell. Die Eingabe in das System
bleibt im Relaxationsproze� stets konstant, w�ahrend bisher die Eingabe lediglich
f�ur das �xierte Mittel festgehalten wurde. Die Ausgabe wird wie bisher f�ur das

5Die Eingabedaten xi m�ogen gem�a� einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsdichte r(x)
gezogen worden sein. In der deterministischen Boltzmann-Maschine ben�otigt man Summen
�uber die gegebenen Verteilungen. Da man diese Dichte nicht vollst�andig gegeben hat, sondern
nur einen Satz von Datenpunkten � = fx1; :::;xNg, k�onnen diese Summen n�aherungsweise als
Summe �uber die gegebenen Datenpunkte ersetzt werden.

< f(x) >=

Z
r(x)f(x)dx � 1=N

X
x2�

f(x)

Analog hierzu kann man aber auch die diskrete Verteilung R(x) = 1=N mit x 2 � als diskrete
N�aherung von r(x) betrachten. Man kann somit die kontinuierliche Eingabe als diskret verteilt
behandeln.
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�xierte Mittel auf die zu lernenden Zust�ande festgehalten. F�ur das freie Mittel
hingegen soll die Ausgabe der generierten Boltzmann-Verteilung gen�ugen, und
man �uberl�a�t sie der Dynamik der Mittelfeldgleichungen. Die Mittelfeldgleichun-
gen f�ur eine feste externe Eingabe ergeben sich jetzt zu

hsii = tanh

0
@� nX

j=1

wij hsji + �
nX
j=1

wext
ij xj

1
A (3:12)

Das Mittel �uber x erh�alt man, indem (3.12) f�ur alle x 2 � auswertet und
gem�a� R(x) mittelt.

Die Eingabe bestimmt in diesem Modell die Energiefunktion und nicht, wie
bisher, den Startwert der Relaxation. Dieser grundlegend verschiedene Ansatz
macht die Abrufphase dieser Version der Boltzmann-Maschine wesentlich stabi-
ler. Darin liegt wohl der Grund, da� sich diese Interpretation der Boltzmann-
Maschine mit kontinuierlicher Eingabe und bin�arer Ausgabe zum Standard ent-
wickelt hat.

Benutzt man die beschriebene deterministische Dynamik gem�a� (3.12), wird
diese Boltzmann-Maschine f�ur eine pr�asentierte Eingabe nur einen einzigen Zu-
stand an der Ausgabe erzeugen. Es macht somit keinen Sinn, der deterministi-
schen Boltzmann-Maschine nicht-deterministische Relationen als Lernziel vorzu-
geben. Man wird sich vielmehr auf deterministische Abbildungen f:<m ! f0; 1gn
beschr�anken. Das System wird somit eine Funktionenapproximation vom konti-
nuierlichen in den bin�aren Zustandsraum verwirklichen.

In der konnektionistischen Forschung bezeichnet man die Funktionsapproxi-
mation als �uberwachtes Lernen, da die Ausgabe, die das System erzeugen soll,
explizit vorgegeben ist. Im Gegensatz hierzu steht das un�uberwachte Lernen, bei
dem man dem konnektionistischen und adaptiven System lediglich eine Eingabe
zur Verf�ugung stellt. Es bleibt dem System dann frei �uberlassen, welche Repr�asen-
tation es �ndet, um ein gewisses Lernkriterium zu erf�ullen. Mit Konzepten zum
un�uberwachten Lernen beginnt im n�achsten Kapitel die Beschreibung der in die-
ser Arbeit neu entwickelten Lernmethoden. Diese werden hier erstmalig in einem
r�uckgekoppelten, nichtlinearen System wie der Boltzmann-Maschine angewendet.
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Kapitel 4

Maximale Transinformation im

Diskreten

Welches Kriterium f�ur das un�uberwachte Lernen ist von Nutzen? In Abschnitt 2.3
wurde dargelegt, da� ein Ziel f�ur das un�uberwachte Lernen die Modellierung der
Verteilung von beobachteten Signalen sein kann. In dieser Arbeit wird angenom-
men, da� man keinerlei Anhaltspunkte �uber die Struktur der beobachteten Signa-
le hat. Man hat insbesondere keine Angaben �uber das Rauschen oder die Statistik
eines ungest�orten Signals. Unter diesen Bedingungen ist es am sinnvollsten, bei
der Modellierung eine Repr�asentation zu �nden, die maximale Information der
Umwelt enth�alt.

Informationstheoretische Konzepte wurden gleichzeitig von mehrerenAutoren
eingef�uhrt mit dem Ziel, un�uberwachte Lernmethoden zu untersuchen (Becker,
1992; Bridle, 1989; Bridle et al., 1991; Linsker, 1988, 1989, 1992). Das Optimie-
rungsprinzip von Linsker (1988, 1989, 1992) - \Infomax" genannt - verwirklicht
die eben vorgeschlagene Idee. Linsker adaptiert die Kopplungskoe�zienten unter
gewissen Grenzbedingungen, so da� die Transinformation zwischen der Eingabe
und Ausgabe maximiert wird. (Atick und Redlich, 1990) zeigen, da� heraus-
ragende Merkmale sich aus verrauschten Eingabesignalen mit dem Prinzip der
maximalen Transinformation extrahieren lassen. Es wurden einige Algorithmen
zur Maximierung von Transinformation in probabilistischen linearen Systemen
(Linsker, 1992) und f�ur das sogenannte \winner-take-all" Netzwerk (Linsker,
1989) entwickelt. F�oldi�ak (1989) zeigt, da� im Fall von linearen deterministi-
schen Transformationen (d.h. kein Rauschen an der Ausgabe) und f�ur unkor-
reliertes Gau�sches Rauschen in der Eingabe das \Infomax"-Prinzip �aquivalent
zur Hauptkomponentenanalyse (PCA) ist. Das Ziel in diesem Teil der Arbeit ist,
das Prinzip der maximalen Transinformation auf die Boltzmann-Maschine an-
zuwenden. Man verwirklicht dadurch nichtlineare Merkmalsextraktion in einem
r�uckgekoppelten konnektionistischen System, das eine interne Repr�asentation der
extrahierten Merkmale zu Hilfe nehmen kann.

Der resultierende Lernalgorithmus enth�alt wie in der urspr�unglichen
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Boltzmann-Maschine einen Hebb'schen und Anti-Hebb'schen Term. Diese wer-
den jetzt mit einem Informationsausdruck gewichtet. Der Algorithmus wird an
einem Kodierungsproblem erfolgreich getestet. Man erh�alt hierbei optimale Da-
tenkompression. Mit der vorgestellten Methode k�onnen auch kontinuierliche Si-
gnale un�uberwacht klassi�ziert werden. Das System unterteilt den Eingaberaum
in Klassen, so da� die diskrete Ausgabe maximale Information enth�alt. Auch Brid-
le et al. (1991) pr�asentiert das Kriterium der maximalen Transinformation zur
un�uberwachten Klassi�kation. Der Vorteil der hier vorgeschlagenen Implemen-
tation in der Boltzmann-Maschine liegt in der exponentiell reduzierten Anzahl
der benutzten Kopplungsparameter. Die von Bridle et al. (1991) vorgeschlagene
Architektur ben�otigt f�ur die Klassi�kation von m-dimensionalen Eingabesignalen
in c Klassen cm Kopplungskoe�zienten. Hier ben�otigt man dazu nur m log2(c)
Koe�zienten.

4.1 Das probabilistische Modell

Es wird die Standard-Boltzmann-Maschine benutzt, so wie sie im vorhergehen-
den Kapitel in Abschnitt 3.5 beschrieben wurde. Die bin�are Zustandsvariable
s 2 f1;�1gn setzt sich aus inneren Zust�anden h 2 f1;�1gnh und den Ausga-
bezust�anden y 2 f1;�1gny zusammen, d.h. s = (h;y) mit n = nh + ny. Das
Eingabesignal ist durch die Datenpunkte � = fx1; :::;xNg gegeben. Diese sind
m�oglicherweise kontinuierliche m-dimensionale Signale, x 2 <m, die gem�a� einer
Wahrscheinlichkeitsdichte r(x) gemessen wurden. Diese Wahrscheinlichkeitsdich-
te kann n�aherungsweise durch eine diskretisierte Verteilung R(x) mit x 2 �

charakterisiert werden (siehe Fu�note in Seite 32).
Die folgende Energiefunktion koppelt mittels der Kopplungskoe�zienten

W ext 2 <n � <m die Eingabe als �au�eres Feld an das thermodynamische Sy-
stem, das von den Wechselwirkungskoe�zienten W 2 <n �<n bestimmt wird.1

E(sjx) =X
ij

siwijsj +
X
ij

siw
ext
ij xj (4:1)

Die Verteilung der bin�aren Zust�ande s soll bei einer Eingabe x weiterhin
gegeben sein durch

P (sjx) = e��E(sjx)=Z (4:2)

Z =
X
yh

e��E(s;h)

1Im folgenden wird die explizite Abh�angigkeit der Energie und somit der Verteilungen
und Informationsausdr�ucke von den Kopplungsparametern W und W ext in der Notation ver-
nachl�assigt. Dies soll die Lesbarkeit der Ausdr�ucke erleichtern.
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Die Verteilung der Ausgabe y wird nicht wie bisher vorgegeben. Statt dessen
wird jetzt ein Optimalit�atskriterium f�ur die Verteilung der Ausgabezust�ande fest-
gelegt. Dem System bleibt frei, eine Repr�asentation an der Ausgabe zu �nden,
die dieses Kriterium optimiert.

4.2 Lernen mit maximaler Transinformation

Die Kopplungskoe�zienten sollen so adaptiert werden, da� die Transinformati-
on zwischen Eingabe x und Ausgabe y maximiert wird. Dazu formuliert man
zun�achst die Transinformation, die in Abschnitt 2.3 de�niert wurde als Funktion
der bedingten Wahrscheinlichkeiten P (sjx). Die De�nition 2.4 l�a�t sich wie folgt
umschreiben,

I[P (x;y)] = H[P (y)] +H[R(x)]�H[P (y;x)] (4.3)

= H[P (y)]�H[P (yjx)] (4.4)

= �X
xy

P (y;x) lnP (y) +
X
xy

P (y;x) lnP (yjx) (4.5)

Die Summe in x erstreckt sich �uber die gegebenen Datenpunkte �. Der erste
Term in (4.4) stellt die Entropien der Ausgabe dar. Der zweite Term mi�t im
wesentlichen die Entropie, die bei der Transformation erzeugt wird. Die von der
Eingabe zur Ausgabe transferierte Information ist o�ensichtlich die Di�erenz die-
ser beiden Ausdr�ucke. Hat man eine deterministische Abbildung, bei der einem
Eingabewert x stets der gleiche Ausgabewert y zugeordnet wird, so verschwindet
der Entropieterm H[P (yjx)], der in (4.4) die Unsicherheit der Abbildung mi�t.
Die Transinformation (4.4) hat somit als obere Grenze die Entropie der Ausgabe.
Der Ausdruck f�ur die Transinformation in (4.3) ist symmetrisch in x und y. Es ist
von daher leicht einsichtig, da� auch die Entropie der fest vorgegebenen Eingabe
die obere Grenze darstellen kann.

I[P (x;y)]� I[R(x)] (4:6)

Man konsultiere hierzu das Kapitel �uber gemeinsame Information in (Papou-
lis, 1991). Die Umformung von (4.3) nach (4.4) basiert auf der De�nition der
Entropie H[P (yjx)] einer bedingten Wahrscheinlichkeit P (yjx)

H[P (yjx)] = �X
xy

P (y;x) lnP (yjx)

= +
X
xy

P (y;x) lnR(x)�X
xy

P (y;x) lnP (y;x)

= �H[R(x)] +H[P (y;x)]
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Die feste obere Grenze (4.6) macht die Maximierung der Transinformation zu
einem sinnvollen Maximalit�atsprinzip. Mit den folgenden Ersetzungen l�a�t sich
die Kostenfunktion der relativen Entropie vollst�andig als Funktion der Verteilung
P (sjx) darstellen.

P (y;x) = P (yjx)R(x) (4.7)

P (y) =
X
x

P (y;x) (4.8)

P (yjx) =
X
h

P (y;hjx) (4.9)

Mit den Ersetzungen (4.7) und (4.8) ergibt sich die Transinformation (4.5) zu

I[P (x;y)] = �X
xy

R(x)P (yjx) lnX
x

R(x)P (yjx) +X
xy

R(x)P (yjx) lnP (yjx)
(4:10)

Man beachte, da� P (sjx) gem�a� Gleichungen (4.1) und (4.2) von den Kopp-
lungskoe�zienten abh�angt. Nach (4.9) ist P (sjx) und somit auch die Transinfor-
mation 4.10 eine explizite Funktion der Kopplungskoe�zienten

I[P (x;y)] = I[P (sjx); R(x)] = I[R(x);w;wext)]

Diese explizite De�nition der Wahrscheinlichkeitsverteilung als Funktion der
zu adaptierenden Systemparameter macht es m�oglich, informationstheoretische
Konzepte, wie das der maximalen Transinformation, durch eine analytische Op-
timierungsfunktion darzustellen. Das erlaubt, zur Optimierung der Parameter
Gradientenmethoden zu verwenden. Das einfachste Gradientenverfahren ist in
diesem Fall der Gradientenaufstieg

�wij = �
@I[R(x);w;wext)]

@wij

�wext
ij = �

@I[R(x);w;wext)]

@wext
ij

In jedem Lernschritt werden die Kopplungsparameter in Richtung des Gradi-
enten mit einer Schrittweite proportional zu einer Lernkonstante � um �wij bzw.
�wext

ij inkrementiert. F�ur die Ableitung der Transinformation (4.10) nach einer
beliebigen Kopplungsst�arke w ergibt sich

@I[R(x);w;wext)]

@w
= �X

xy

R(x)
@

@w
P (yjx) lnX

x

R(x)P (yjx) (4.11)
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�X
xy

R(x)P (yjx)
P
xR(x)

@
@w
P (yjx)P

xR(x)P (yjx)
(4.12)

+
X
xy

R(x)
@

@w
P (yjx) lnP (yjx) (4.13)

+
X
xy

R(x)P (yjx)
@
@w
P (yjx)
P (yjx) (4.14)

=
X
xy

R(x)
@

@w
P (yjx) ln P (yjx)

P (y)
(4.15)

Die Ableitungen innerhalb der Logarithmen haben sich f�ur den ersten und den
zweiten Term in (4.10) aufgehoben. Aus (4.9), (4.2) und (4.1) erh�alt man die Ab-
leitungen der bedingten Wahrscheinlichkeit nach einem bestimmten Wechselwir-
kungskoe�zienten wij. Diese sind f�ur die Standard-Boltzmann-Maschine bereits
berechnet worden (siehe Herz et al., 1990)

@

@wij
P (yjx) = �

X
h

P (sjx)
 
sisj �

X
s

P (sjx)sisj
!

(4:16)

Analog gilt f�ur die externen Kopplungskoe�zienten wext
ij ,

@

@wext
ij

P (yjx) = �
X
h

P (sjx)
 
sixj �

X
s

P (sjx)sixj
!

(4:17)

Man behalte die �Aquivalenz s = (h;y) vor Augen. Kombiniert man die Glei-
chungen (4.15), (4.16), (4.17) und verwendet die Schreibweise f�ur das freie Mittel,
das im vorhergehenden Kapitel in Abschnitt 3.5 eingef�uhrt wurde, so ergeben sich
die Lerngleichungen zu:

�wij = ��
X
x

R(x)
X
s

P (sjx) ln P (yjx)
P (y)

�
sisj � hsisjix

�
(4.18)

�wext
ij = ��

X
x

R(x)
X
s

P (sjx) ln P (yjx)
P (y)

�
sixj � hsixjix

�
(4.19)

Die abgeleiteten Lerngleichungen haben eine interessante Interpretation. Ein
Hebb'scher Term sisj wird durch die unmittelbare Korrelation zweier Zust�ande
gegeben. Der zweite Anti-Hebb'sche Term �hsisjix liefert die mittlere Korrelati-
on zwischen zwei Zust�anden. Beide Terme werden �uber alle m�oglichen Zust�ande s
und verschiedene Eingabedaten x summiert und mit einer Messung der Informa-
tion, die von einem Eingabezustand auf einen Ausgabezustand �ubertragen wird,
gewichtet.

Die Hebb'schen Term erinnern an die Lerngleichungen (3.10) der �uberwachten
Standard-Boltzmann-Maschine. Die zu berechnenden Zustandssummen weichen
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jedoch entscheidend voneinander ab. Der Hebb'sche und Anti-Hebb'sche Term
liefern in der Standard-Boltzmann-Maschine den Unterschied in den Korrelatio-
nen, die f�ur die �xierten und freien Phase gemittelt werden. Diese Unterscheidung
von �xierter (�uberwachter) und freier Phase existiert hier nicht. Bei dem vorlie-
genden un�uberwachten Lernen, m�ussen die Ausgabezust�ande nicht k�unstlich auf
bestimmte Werte �xiert werden. Es handelt sich bei beiden Hebb'schen Termen
um ein freies Mittel �uber die Verteilung aller m�oglichen Zust�ande P (s).

4.3 Simulationen und Resultate

4.3.1 Implementation und Komplexit�at des Modells

Man beachte, da� die Gewichtungsterme in den Lerngleichungen (4.18) und (4.19)
jetzt die explizite Berechnung der verschiedenen Wahrscheinlichkeiten notwendig
machen. In der Abrufphase, d.h. nach dem Lernen, kann man zur Berechnung der
Zust�ande weiterhin die Mittelfeldgleichungen (3.12) verwenden. W�ahrend dem
Lernen kann man aus den ohnehin ben�otigten Wahrscheinlichkeiten leicht den
exakten Mittelwert bestimmen. Man mu� die Wahrscheinlichkeiten P (sjx) f�ur
alle 2n m�oglichen Zust�ande y kennen. Eine stochastische Dynamik zur Simulation
von P (sjx) ist nicht sinnvoll, da man diese direkt gem�a� (4.9), (4.2) und (4.1)
bestimmen kann.

Mit einerm-dimensionalen Eingabe ben�otigt man zur Berechnung der Energie
eines Zustands n2+nm Operationen. Bei einem Satz von N Datenpunkten ist die
Komplexit�at zur Berechnung eines Gradientenschrittes O((n2 + nm)N2n). Dies
ist �aquivalent zur Standard-Boltzmann-Maschine ohne der Mittelwertdynamik.

Das un�uberwachte System kann zu Klassi�kation von m-dimensionalen Signa-
len in c verschiedenen Klassen verwendet werden. Das \maximum likelihood"-
Netzwerk oder das un�uberwachte Modell von Bridle et al. (1991) ben�otigen f�ur
diese Aufgabe eine c-dimensionale Ausgabe. Diese ergibt mc Kopplungskoe�zi-
enten und resultiert in einem Algorithmus der Komplexit�at O(mcN). Das vor-
liegende Modell ben�otigt zur Kodierung der c Klassen nur log2(c) bin�are Aus-
gabezust�ande. Die resultierende Komplexit�at des Algorithmus ist etwas h�oher
O(log2(c)mcN). Die Anzahl der ben�otigten Kopplungskoe�zienten ist allerdings
nur m log2(c).

Die Kopplungskoe�zienten w der bin�aren Zust�ande realisieren eine R�uckkop-
plung zwischen den Ausgabezust�anden und den inneren Zust�anden. Sie vermitteln
aber auch eine Wechselwirkung zwischen den Ausgabezust�anden. Als Spezialfall
ist es auch m�oglich, die inneren Zust�ande oder Wechselwirkung an der Ausga-
be zu eliminieren (nh = 0 bzw. wij = 0 f�ur i; j � ny). Verwendet man keine
R�uckkopplung (wij = 0 f�ur beliebige i; j), so vereinfachen sich die Mittelfeld-
gleichungen in der Abrufphase zu einem einschichtigen Perceptron-Modell mit
sigmoiden Ausgabeelementen (siehe Herz et al., 1990). F�ur die Grenztemperatur
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T ! 0 wird die Boltzmann-Maschine insofern deterministisch, als die Mittelwer-
te gegen +1 oder �1 konvergieren. Dies entspricht einem Perceptron-Modell mit
einer Stufenfunktion an den Ausgabeelementen. Die Anwendungsbeispiele, die
nun folgen, ben�otigten keine inneren Zust�ande (nh = 0). Zumeist wird aber eine
Wechselwirkung an der Ausgabe zugelassen.

4.3.2 Rekodierung und Kompression bin�arer Signale

Um das Lernkriterium und die abgeleiteten Lerngleichungen zu �uberpr�ufen, wird
zun�achst das Kodierungsproblem, das auch von Ackley et al. (1985) in der klas-
sischen Boltzmann-Maschine benutzt wurde, untersucht. Obwohl sich hier die
Eingabe auf bin�are Signale beschr�ankt, ist dieses Experiment interessant, um
zu �uberpr�ufen, ob das Lernkriterium zu den theoretisch bestm�oglichen Ergeb-
nissen konvergiert. Im N ! n Kodierungsproblem sollen N verschiedene bin�are
Muster mit je N Bits, von denen nur eines den Wert +1 annimmt, auf einen
bin�aren Kode mit n Bits abgebildet werden. Im allgemeinen ist n < N . Es werden
gleiche Wahrscheinlichkeiten f�ur die verschiedenen Eingabemuster angenommen,
d.h. R(x) = 1=N . Hier wird ein System mit n nicht wechselwirkenden Ausga-
bezust�anden (wij = 0) und ohne innere Zust�ande (nh = 0) gew�ahlt. Es wurde
eine inverse Temperatur � = 1 und eine Lernrate � = 0:1 f�ur alle nun folgenden
Experimente verwendet.

F�ur das 4! 2 und 5! 3 Kodierungsproblem konvergiert die Transinforma-
tion nach etwa 1000 Gradientenschritten. Man beginnt das Gradientenverfahren
mit kleinen, zuf�allig gew�ahlten Kopplungsst�arken ( �0:001 < wext

ij < 0:001 ).
Zu Beginn sind alle m�oglichen Ausgabezust�ande auf Grund der kleinen Kopp-
lungsst�arken ann�ahernd gleichverteilt, P (yjx) = P (y) = 1=2n. Wie in Abbil-
dung 4.1 ersichtlich, ist die Transinformation daher anfangs gleich Null und steigt
nach etwa 1000 Gradientenschritte asymptotisch zu den theoretischen maximalen
Werten log2(2) und log2(3).

Es ist interessant festzustellen, da� nach dem Lernen eine perfekte Daten-
kompression erreicht wurde. Die gefundenen Kodierungen und die entsprechen-
den Wahrscheinlichkeiten vor und nach dem Lernen f�ur das 5! 3 Problem sind
in Tabelle 4.1 zusammengefa�t.

Erlaubt man Wechselwirkung zwischen den Ausgabezust�anden (wij 6= 0),
so erh�alt man ein qualitativ gleiches Resultat. Man kann diese Wechselwirkung
als laterale Inhibition interpretieren. In diesem Experiment verbessert diese die
Konvergenzgeschwindigkeit zu dem Wert der maximalen Transinformation. Das
5 ! 5, 8 ! 3 und 40 ! 6 Kodierungsproblem wurde mit Wechselwirkung zwi-
schen den Ausgabezust�anden perfekt gel�ost. Wird eine redundante Anzahl von
Zust�ande an der Ausgabe verwendet, wie im 5! 5 Problem, so versucht das Kri-
terium der maximalen Transinformation, eine verteilte Darstellung der Signale
zu �nden. Die Signale werden also in jedem Fall rekodiert. Ein �ahnlicher E�ekt
wurde von Ackley et al. (1985) in der klassischen Boltzmann-Maschine f�ur die
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I[P(x,y)] für 4-2

I[P(x,y)] für 5-3
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Abbildung 4.1: Entwicklung der Transinformation w�ahrend dem Lernen mit ma-
ximaler Transinformation f�ur das Kodierungsproblem 4 ! 2 und 5 ! 3. Die
vertikale Achse kennzeichnet Transinformation. Die horizontale Achse kennzeich-
net die Anzahl Gradientenschritte.

P(x) x y P(y) P(y/x) P(y)
vorher nachher nachher

0.2 ����+ +�� 0.124 0.99 1.0
0.2 ���+� +++ 0.126 1.0 1.0
0.2 ��+�� �+� 0.125 0.98 1.0
0.2 �+��� ��+ 0.125 1.0 1.0
0.2 +���� �++ 0.124 1.0 1.0

��� 0.124 0.0 0.0
+�+ 0.126 0.0 0.0
+ +� 0.125 0.0 0.0

Tabelle 4.1: Kodierungen und die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten vor und
nach dem Lernen f�ur das 5! 3 Kodierungsproblem. Die Vorzeichen `+' und `�'
kennzeichnen die bin�aren Zust�ande +1 und `�1 f�ur die f�unf Eingabe- und drei
Ausgabeelemente.
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inneren Zust�ande diskutiert.
Um die E�zienz der vorgestellten Methode zu beurteilen, kann man die Er-

gebnisse f�ur eines der gr�o�eren Beispiele mit denen der �uberwachten Boltzmann-
Maschine vergleichen. In (Ackley et al., 1985) wird bei dem 40 ! 10 Problem
eine Fehlerrate von 1.2% erreicht. Mit dem vorliegenden Modell war es m�oglich,
die maximale Kompression 10 ! 6 mit einer vernachl�assigbaren Fehlerrate von
0.03% zu verwirklichen.

4.3.3 Kompression von nicht gleichverteilten Daten

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine nichtlineare, umkehrbare Abbildung zwischen
einer redundanten Kodierung und einer komprimierten Kodierung zu �nden. Die
verschiedenen Muster sollen dabei mit verschiedener H�au�gkeit auftreten, d.h.
R(x) 6= 1=N . Diese Nebenbedingung erweist sich bei der Datenkompression im
Empirischen als entscheidende Erschwernis. Die �Ubertragung der gesamten In-
formation wird f�ur einen diskreten Kode durch die Umkehrbarkeit der Abbildung
garantiert. Man verwendet hier wieder einen redundanten Kode mit lokaler Re-
pr�asentation. Das bedeutet, da� in den bin�aren Eingabemustern nur ein einziges
Element auf +1 und alle anderen auf �1 gesetzt sind. Da bei der Kompression die
Information erhalten bleiben soll, erwartet man, da� die relevanten Eigenschaften
des Signals extrahiert werden.

Merkmalsextraktion wird ausdr�ucklich erst im n�achsten Kapitel behandelt. Es
wird aber gezeigt, da� auch dieses System bereits Merkmalsextraktion realisiert.
Wie in Abschnitt 2.3 angesprochen, kann man unter Merkmalen statistisch un-
abh�angige Eigenschaften verstehen. Eine Messung f�ur statistische Unabh�angig-
keit ist, wie dargelegt wurde, die gemeinsame Information. F�ur bin�are Signale
verwenden manche Autoren statt dessen den Begri� Redundanz. In dieser Arbeit
versteht man unter Redundanz die \normierte" gemeinsame Information (2.8)

R[P (y)] =

Pn
i H[P (yi)]�H[P (y)]

H[P (y)]
(4:20)

Im Fall bin�arer Zust�ande bezeichnet man die Summe der Entropien der Ein-
zelzust�ande als Bit-Entropie. Diese Nomenklatur geht auf Barlow, Kaushal, und
Mitchison (1989) zur�uck. 2 Die Bit-Entropie l�a�t sich als Funktion der Wahr-
scheinlichkeiten Pi ausdr�ucken. Pi kennzeichnet die Wahrscheinlichkeit, das ite
Element auf dem Zustand +1 anzutre�en.

2Der Begri� \normiert" mag irref�uhrend sein. Die obere Grenze f�ur die Redundanz, so
wie hier de�niert, ist nicht konstant in der Dimension. Man betrachte zum Beispiel n bin�are
Zust�ande, die vollkommen korreliert sind. Die maximale Bit-Entropie ist dann n ln(2) und die
Gesamtentropie ln(2). Die Redundanz ist in diesem Fall R = (n � 1)=n und variiert daher mit
der Dimension n.
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Kodierung Bit-Entropie Entropie Redundanz
lokal am Eingang 4.33 2.99 0.45

komprimiert am Ausgang 2.99 2.99 0.0

Tabelle 4.2: Informationsgehalt und Redundanz nach demMaximieren der Trans-
information f�ur eine 8 ! 3 Kompression von bin�aren Signalen, die gem�a� geome-
trischer Progression verteilt sind. Die gesamte Entropie der Eingabe (2.99) wurde
auf die Ausgabe �ubertragen.

nX
i

H[P (yi)] = �X
i

Pi ln(Pi)�
X
i

(1� Pi) ln(1 � Pi) (4:21)

Aus der De�nition der Transinformation (4.4) wird deutlich, da� zur Ma-
ximierung der Transinformation auch die Entropie an der Ausgabe vergr�o�ert
werden kann. Dies wiederum erniedrigt gem�a� (2.7) die gemeinsame Information
und somit die Redundanz des Ausgabekodes.

In den n�achsten zwei Abschnitten wird Datenkompression f�ur bin�are Signale
mit verschiedenen Verteilungen R(x) gezeigt. Die resultierende Redundanz des
komprimierten Kodes wird angegeben.

Gem�a� geometrischer Progression verteilte bin�are Signale

Die Verteilung der redundanten, lokalen Kodierung soll jetzt einer geometrischen
Progression gen�ugen: P (xi) = kai. Es wird a = 0:95 und i = 1; ::; 8 gew�ahlt. Das
sind also acht Eingabezust�ande, und die Normierungskonstante k ist entsprechend
zu w�ahlen. An der Ausgabe wird die minimale Anzahl von drei Zust�anden zu-
gelassen. Hentschel und Barlow (1991) untersuchen diese Verteilung im gleichen
Kontext. Tabelle 4.2 zeigt, da� die Boltzmann-Maschine nach dem Lernen an den
drei Ausgabeelementen die gesamte Information der acht Eingabeelement repro-
duziert, nun allerdings in einer nicht redundanten Kodierung. Die vollst�andige
Reduktion der Redundanz ergibt sich nur aufgrund der Datenkompression. Die
gefundene Rekodierung ist in Tabelle 4.3 zu sehen.

Gem�a� Potenzgesetz verteilte bin�are Signale

Wie Hentschel und Barlow (1991) hervorheben, taucht in der Praxis auch eine
Potenzgesetzverteilung h�au�g auf. Die H�au�gkeit der Benutzung von Worten aus
der englischen Sprache z.B. gen�ugt einer solchen Verteilung. Die Eingabezust�ande
sollen jetzt also gem�a� P (xi) = ki�2 mit der entsprechenden Normierungskon-
stante k verteilt sein. Die Resultate f�ur eine 4! 2 Kompression sind in Tabelle 4.4
und Tabelle 4.5 zu sehen.
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lokale Kodierung komprimierte Kodierung
am Eingang am Ausgang

�������+ �+�
������+� +++
�����+�� �++
����+��� ��+
���+���� ���
��+����� +�+
�+������ ++�
+������� +��

Tabelle 4.3: Bin�are Datenkompression 8 ! 3. Die gefundene Abbildung ist um-
kehrbar. (Jedem Ausgabewert l�a�t sich eindeutig eine, und nur eine, Eingabe
zuordnen). Es wurde somit maximale Transinformation erreicht.

Kodierung Bit-Entropie Entropie Redundanz
lokal am Eingang 2.20 2.99 0.72

komprimiert am Ausgang 1.28 1.28 0.05

Tabelle 4.4: Informationsgehalt und Redundanz nach der Maximierung der Trans-
information f�ur eine 4! 2 Kompression von bin�aren Signalen, die gem�a� einem
Potenzgesetz verteilt sind.

lokale Kodierung komprimierte Kodierung
am Eingang am Ausgang
���+ ��
��+� ++
�+�� +�
+��� �+

Tabelle 4.5: Bin�are umkehrbare Datenkompression 4! 2
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4.3.4 Un�uberwachte Klassi�kation von kontinuierlichen

Signalen

Die bisherigen Experimente wurden auch aufgrund ihrer Anschaulichkeit pr�asen-
tiert und haben sich daher auf bin�are Eingabesignale beschr�ankt. Jetzt soll die
F�ahigkeit zur un�uberwachten Klassi�kation von kontinuierlichen Eingabesignalen
demonstriert werden. Die Methode liefert eine un�uberwachte Klassi�kation mit
sigmoiden Funktionen, die als Vorverarbeitung einer �uberwachten Lernmethode
verwendet werden k�onnte. Der au��alligste Unterschied zu anderen konnektioni-
stischen Klassi�kationsmethoden ist, da� hier eine Klasse durch einen bin�aren
Kode, und nicht etwa durch einen einzelnen aktiven Zustand, dargestellt wird.

In Abbildung 4.2 ist die Klassi�kation von vier Gau�-verteilten Punktwolken
im zweidimensionalen Eingaberaum (Koordinaten x1 und x2) dargestellt. Eine
Boltzmann-Maschine mit zwei Eingabeelementen und zwei Ausgabezust�anden
wurde mit diesen Eingabedaten trainiert. Die vier verschiedenen Markierungen
der Punkte repr�asentieren die verschiedenen Zust�ande, die nach dem Lernen am
Ausgang erzeugt werden (��, +�,�+ und ++). Die verschiedenen Punktwolken
werden in diesem einfachen Fall o�ensichtlich perfekt klassi�ziert. Die Entwick-
lung der Kopplungskoe�zienten wext

1 und wext
2 f�ur die Kopplung von der Eingabe

zum ersten und zweiten Ausgabezustand wird in der gleichen Abbildung durch
eine Sequenz von Punkten dokumentiert. Die zugeh�origen Ortsvektoren geben
die Richtungen der Koe�zienten wext

1j und wext
2j an. Die zwei Trennlinien der sig-

moiden Funktionen liegen orthogonal zu diesen Ortsvektoren und verlaufen durch
den Ursprung. Der Betrag der Kopplungsst�arken liefert die Sch�arfe der sigmoi-
den Trennfunktion. Die exakten L�osungen liegen auf der Winkelhalbierenden der
Koordinatenachsen.

Selbstst�andige Klassi�kation von klinischer Diagnoseinformation

Un�uberwachte Klassi�kation kann ein wichtiges Element zur Generierung einer
Diagnose aus einem Satz von beobachteten Symptomen sein. Insbesondere wenn
noch keine Diagnosekriterien bekannt sind, ist die F�ahigkeit eines adaptiven Sy-
stems, selbstst�andig die Symptome in getrennten Diagnosekategorien einzuord-
nen, von gro�er Bedeutung. Mit einem Beispiel, bei dem die Kombinationen
von Symptomen bereits von einem Experten in verschiedene Diagnoseklassen
unterteilt wurden, soll die F�ahigkeit zum Au�nden der richtigen Klassen �uber-
pr�uft werden. F�unf aufgenommene Thyroid-Symptome sollen m�oglichst einer der
drei bekannten Diagnosen Euthyroidmus, Hypothyroidmus oder Hyperthyroid-
mus zugeordnet werden (Coomans, Broeckaert, Jonckheer, und Massart, 1983).
Die aufgenommenen Symptome basieren auf einer ausgiebigen medizinischen Un-
tersuchung von 100 Patienten. Aufgenommen wurden die Werte von folgenden
f�unf Tests: T3-Resin Aufnahmetest, gesamt Serum-Thyroxin, gesamt Serum-
Triiodothyronine, Grundwert von Thyroid-Stimulationshormon (TSH), maxima-
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-+

+-

++

w1

w2

x2

x1

-6.00

-5.00

-4.00

-3.00

-2.00

-1.00

0.00

1.00

2.00

3.00

4.00

5.00

6.00

-6.00 -4.00 -2.00 0.00 2.00 4.00

Abbildung 4.2: Resultat der Klassi�kation nach der Maximierung der Transinfor-
mation. Die verschiedenen Markierungen kennzeichnen den Zustand, der einem
Punkt des Eingaberaumes an der Ausgabe zugeordnet wurde. Die zwei Punkt-
sequenzen, die sich ann�ahernd entlang der Winkelhalbierenden des Koordina-
tenkreuzes be�nden, dokumentieren die Entwicklung der Kopplungskoe�zienten
w�ahrend des Lernens. Die Unterbrechung in dieser Sequenz ist lediglich ein Ar-
tefakt der Datenaufnahme.
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Hyperthyroidmus Euthyroidmus Hypothyroidmus

100% 100%
83%

Ausgabezustände

-++- ++--

Ausgabezustände

-++- ++--

Ausgabezustände

-++- ++--

17%

Abbildung 4.3: H�au�gkeit (in Prozent), mit der Symptome der drei bekannten
Diagnosen den vier m�oglichen Ausgabezust�anden der Boltzmann-Maschine zuge-
ordnet werden. Hyperthyrodismus und Euthyrodismus wird in allen F�allen einem
einzigen Zustand zugeordnet. Die Symptome, die dem Hypothyroidmus entspre-
chen, sind zu 83% richtig zugeordnet. Eine vierte Diagnose in den m�oglichen
Zustand +� ist nicht gefunden worden. Die Diagnosen sind somit ohne Klassen-
information richtig erzeugt und insgesamt zu 95% richtig zugeordnet worden.

le absolute Di�erenz im Vergleich zum Grundwert von THS nach Injektion von
200mg Thyrotropin-Hormone.

Das adaptive System besteht hier aus f�unf Eingabeelementen und zwei Aus-
gabezust�anden mit entsprechend vier m�oglichen Klassen. Nach der Optimierung
werden nur drei Zust�anden eine von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit zuge-
ordnet. Dem Zustand +� wird keiner der 100 Datenpunkte zugeordnet. Man
beachte nochmals, da� die Information �uber die Klassen nicht zum Lernen ver-
wendet wird. Das hei�t, das System erkennt richtig, da� in den Daten nur drei
getrennte Diagnoseklassen vorhanden sind. In Abbildung 4.3 wird das Klassi�ka-
tionsergebnis mit Diagnosen verglichen, die von Experten bestimmt wurden. Sie
zeigt die Prozentzahl richtiger Klassi�kationen f�ur die drei verschiedenen Klas-
sen. Insgesamt ordnet das System 95% der Symptome der richtigen Diagnose zu.
Zwei Klassen werden zu 100% erkannt, w�ahrend die dritte zu 86% richtig be-
stimmt wird. Um das Resultat beurteilen zu k�onnen, ist ein �uberwachtes \Back-
Propagation"-Netz trainiert worden (Rumelhart et al., 1988). Es wurden f�unf
Eingabeelemente, 15 innere und drei Ausgabeelemente verwendet. Die bekannte
Klasseninformation wurde zum Lernen verwendet. Man erh�alt eine zu 96% richti-
ge Klassi�kation. Das Resultat, das mit der un�uberwachten Boltzmann-Maschine
erreicht wurde, ist daher erstaunlich gut.

47



4.4 Schlu�folgerungen

In diesemKapitel wurde gezeigt, wie das Kriterium der maximalen Transinforma-
tion in einem adaptiven konnektionistischen System f�ur un�uberwachtes Lernen
verwendet werden kann. Das \Infomax"-Prinzip wird dadurch auf ein stocha-
stisches, r�uckgekoppeltes System erweitert. Die Hebb'sche und Anti-Hebb'sche
Lernregeln der Boltzmann-Maschine werden dabei mit einemMa� der �ubertrage-
nen Information gewichtet. F�ur bin�are Eingabesignale wurden mit dieser Lernre-
gel in Simulationen die Aufgaben der Rekodierung und Datenkompression gel�ost.
Das vorgestellte Konzept kann auch zur selbst�andigen oder un�uberwachten Klas-
si�kation von kontinuierlichen Signalen verwendet werden. Dies wurde an einem
realen Problem zur Erzeugung einer medizinischen Diagnose, basierend auf beob-
achten Symptomen, demonstriert. Insbesondere bei der Datenkompression wird
deutlich, da� zur Maximierung der Transinformation an der Ausgabe Kodierun-
gen mit niedriger Redundanz erzeugt werden. F�ur die Extraktion statistisch un-
abh�angiger Eigenschaften wird im n�achsten Kapitel ein strengeres Kriterium zur
Minimierung statistischer Abh�angigkeit eingef�uhrt.

Die Boltzmann-Maschine extrahiert statistisch relevanteMerkmale aus folgen-
dem Grund: Ein wesentlich kleinerer Ausgabezustandsraum mu� maximale In-
formation des Eingabezustandsraums darstellen. Es m�ussen die relevanten Merk-
male abgebildet werden, um die Information zu erhalten. Der Ausgaberaum der
neuen, un�uberwachten Boltzmann-Maschine kann aus zweierlei Gr�unden \klei-
ner" sein als der Eingaberaum. Die Dimension der Ausgabe kann frei bestimmt
werden. Ist man nun daran interessiert, von einem redundanten, bin�aren Ein-
gabesignal eine kompaktere Darstellung zu gewinnen, so wird man eine kleine-
re Ausgabedimension w�ahlen. Zum anderen kann der Eingabezustandsraum der
Boltzmann-Maschine auch kontinuierlich sein, w�ahrend die Ausgabe auf bin�are
Zust�ande beschr�ankt bleibt. Dies stellt o�ensichtlich eine massive Reduktion des
Zustandsraums dar.
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Kapitel 5

Minimale gemeinsame

Information im Diskreten

Das Au�nden von statistischen Koinzidenzen aus einer Kombination von sensori-
schen Signalen ist gem�a� (Barlow, 1989) eine der wichtigsten Aufgaben eines ko-
gnitiven Systems. Es ist wichtig zu wissen, ob eine gewisse Kombination von sen-
sorischen Signalen oder sensorischen Ereignissen ein erwartetes, gew�ohnliches und
normales Ereignis ist, oder ob es eher unerwartet auftritt. Auf dieser Grundlage
ist es dem kognitiven System eines Lebewesens m�oglich, kausale Abh�angigkeiten
zwischen sensorischen Ereignissen und K�orperbewegungen und deren Wirkung zu
�nden. Unter anderem wurde von Zipf (1949) und Attneave (1954) vermutet, da�
das Nervensystem versucht, unabh�angige Merkmale aus den sensorischen Signa-
len zu extrahieren. Barlow (1989) verbindet diese Aufgabe mit dem generellen
Problem des un�uberwachten Lernens. Ein Wahrnehmungssystem erzeugt innere
Zust�ande zur Darstellung von externen Ereignissen einer unbekannten Umge-
bung. Das Ziel des un�uberwachten Lernens ist es, einen Satz von Merkmalen zu
�nden, die unabh�angig voneinander auftreten, d.h. die extrahierten Merkmale
sind nicht redundant. Dies wird als faktorielles Lernen bezeichnet. Es bedeu-
tet, da� die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung der inneren Zust�ande als
Produkt der Verteilungen der einzelnen Zust�ande dargestellt werden kann. Das
Ergebnis dieses Lernens ist eine faktorielle Darstellung der sensorischen Einga-
be. Zu erw�ahnen sind die Arbeiten von Redlich (1993a, 1993b) und Atick und
Redlich (1990), die sich auf Barlows urspr�ungliche Idee der Merkmalsextraktion
durch Redundanzreduktion konzentrieren. Schmidhuber (1992) de�niert eine in-
formationstheoretische Heuristik, die eine bin�are und faktorielle Darstellung eines
Eingabesignals �nden soll. In der vorliegenden Arbeit hingegen wird ein streng
informationstheoretisches Kriterium verwendet.

In diesem Kapitel soll zur Implementation von Barlows Prinzip zum un�uber-
wachten Lernen wieder die Boltzmann-Maschine benutzt werden. Ein Thema wird
daher erneut die Extraktion von bin�aren Merkmalen sein. Im Kapitel 7 wird man
auf kontinuierliche Merkmale zur�uckkommen.

50



Im vorhergehenden Kapitel wurde gezeigt, wie das Prinzip der maximalen
Transinformation zur Erzeugung von Kodierungen mit niedriger Redundanz ver-
wendet werden kann. In diesem Kapitel soll das Kriterium der Redundanzre-
duktion explizit dem Kriterium der maximalen Transinformation hinzugef�ugt
werden. An den bin�aren Ausgabezust�anden der Boltzmann-Maschine gewinnt
man dadurch eine verlustfreie Darstellung der sensorischen Information in einer
faktoriellen Kodierung. Auf diese Weise wird Barlows Prinzip in einem nicht-
linearen, r�uckgekoppelten, stochastischen System implementiert. In Experimen-
ten wird faktorielle Rekodierung und faktorielle Datenkompression verwirklicht.
Schlie�lich liefert der Algorithmus eine informationstheoretische Erkl�arung f�ur
die Entstehung von rezeptiven Feldern im visuellen Kortex in einem einfachen
Retinamodell.

5.1 Lernen mit minimaler gemeinsamer Infor-

mation

Es wird das gleiche Modell wie im vorhergehenden Kapitel verwendet. Die Be-
schreibung von Abschnitt 4.1 ist komplett �ubertragbar.

Die Kopplungskoe�zienten sollen so adaptiert werden, da� die Transinforma-
tion zwischen Eingabe x und Ausgabe y maximiert und gleichzeitig die Redun-
danz der Ausgabe minimiert wird. Die Redundanzreduktion wird durch Minimie-
rung der gemeinsamen Information der verschiedenen Ausgabeelemente verwirk-
licht.

Vor der De�nition einer geeigneten Kostenfunktion, die beide Kriterien kom-
biniert, sollte man sich einige Grenzs�atze vor Augen f�uhren. Wie in Abschnitt 2.4
bemerkt wird, ist die Transinformation (4.3) beidseitig beschr�ankt,

0 � I[P (x;y)]� H[R(x)] (5:1)

So wie die gemeinsame Information, ist auch die Transinformation als re-
lative Entropie zwischen einer gemeinsamen Verteilung P (x;y) und dem Pro-
dukt einzelner Verteilungen P (x) und P (y) zu verstehen: Es gilt I[P (x;y)] =
H[P (x;y); P (x)P (y)]. Wie bereits angedeutet, ist die relative Entropie eine nicht
negative Gr�o�e. Dies erkl�art die untere Grenze der Transinformation. Die obe-
re Grenze wurde im vorhergehenden Kapitel in Abschnitt 4.2 durch Unglei-
chung (4.6) erkl�art.

Die gemeinsame Information MI[P (y)], die durch (2.7) de�niert ist, mi�t
die statistische Abh�angigkeit unter den Ausgabeelementen. Sie ist als relative
Entropie wieder eine nicht negative Gr�o�e,

0 �MI[P (y)] (5:2)
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Die untere GrenzeMI[P (y)] = 0 garantiert statistische Unabh�angigkeit (2.6).
Die Kostenfunktion K kann jetzt de�niert werden als, 1

K[P (x;y)] = MI[P (y)]� (I[P (x;y)]�H[R(x)]) (5.3)

=
nX
i

H[P (yi)]� 2H[P (y)] +H[P (x;y)] (5.4)

Es wird die gemeinsame InformationMI[P (y)] an der Ausgabe minimiert und
die Transinformation I[P (x;y)] bis auf ihre obere Grenze H[R(x)] maximiert.

Im vorhergehenden Kapitel wurde die gemeinsame InformationMI[P (y)] f�ur
die bin�aren Ausgangszust�ande bereits als Bit-Entropie (4.21) bezeichnet. Sie wird
dort als Funktion von Pi de�niert, wobei Pi die Wahrscheinlichkeit angibt, mit
der das i-te Element auf dem Zustand +1 zu �nden ist,

Pi = P (yi = +1) =
X
y

�+;yiP (y) =
X
xy

�+;yiP (yjx)R(x) (5:5)

wobei das Kroneckersymbol �+;yi garantiert, da� nur �uber Ausgabezust�anden mit
yi = +1 summiert wird. Die Kostenfunktion l�a�t sich ausschreiben zu,

K[P (x;y)] = �X
i

Pi ln(Pi)�
X
i

(1� Pi) ln(1 � Pi) (5.6)

+2
X
xy

P (yjx)R(x) lnX
x

P (yjx)R(x) (5.7)

�X
xy

P (yjx)R(x) lnP (yjx) +H[R(x)] (5.8)

Die Lernregeln werden jetzt als Gradientenabstieg auf der Kostenfunktion
de�niert. Die Ableitung der Kostenfunktion nach einem Kopplungskoe�zienten
w berechnet sich wie folgt:

@K[P (x;y)]

@w
= �X

l

@

@w
Plfln(Pl)� ln(1 � Pl)g (5.9)

+2
X
xy

R(x)
@

@w
P (yjx)flnP (y) + 1g (5.10)

�X
xy

R(x)
@

@w
P (yjx)fln(P (yjx)R(x)) + 1g (5.11)

1Wie auch im vorhergehenden Kapitel wird hier zu Gunsten einer besseren Lesbarkeit die
Abh�angigkeit der Wahrscheinlichkeiten und Informationsausdr�ucke von den Kopplungskoe�zi-
enten in der Notation vernachl�assigt.
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Die Ableitung der bedingten Wahrscheinlichkeit P (yjx) ist in (4.16) bzw.
(4.17) gegeben. Die Ableitung von Pl ergibt sich aus (5.5) zu,

@

@w
Pl =

X
xy

�+;ylR(x)
@

@w
P (yjx) (5:12)

Zusammen liefert das,

@K

@w
=
X
xy

R(x)
@P (yjx)

@w

 
2 lnP (y) + 1 � lnP (yjx)�X

l

�+;ylfln(Pl)� ln(1 � Pl)g
!

(5:13)
Alle Terme werden hier mit der Ableitung der bedingten Wahrscheinlichkeit

@P (yjx)=@w gewichtet und summiert. Man beachte, da� der Hebb'sche und der
Anti-Hebb'sche Term sich in dieser Ableitung (4.16) bzw. (4.17) aufheben, falls
die Summanden in (5.13) von y unabh�angig sind. Die Konstante +1 verschwindet
und man kann gleichzeitig einen konstanten Ausdruck �Pl ln(1� Pl) erg�anzen.
Man beachte, da� 1� �+;yl = ��;yl

@K

@w
=

X
xy

R(x)
@P (yjx)

@w 
2 lnP (y)� lnP (yjx)�X

l

f�+;yl ln(Pl) + �yl;� ln(1 � Pl)g
!

Zuletzt kann man noch die Reihenfolge der Summe �uber l mit dem Logarithmus
vertauschen,

X
l

f�+;yl ln(Pl) + ��;yl ln(1� Pl)g = ln
Y
l

f�+;ylPl + ��;yl(1� Pl)g

Insgesamt liefert der Gardientenabstieg die folgenden Lerngleichungen f�ur die
Kopplungskoe�zienten wij und wext

ij ,

�wij = ��
X
x

R(x)
X
s

P (sjx)(�)
�
sisj � hsisjix

�
(5.14)

�wext
ij = ��

X
x

R(x)
X
s

P (sjx)(�)
�
sixj � hsixjix

�
(5.15)

(�) =
 
ln
P (yjx)
P (y)

� ln

 
P (y)Q

lf�+;ylPl + �yl;�(1� Pl)g

!!

Diese Lerngleichungen haben eine �ahnliche Interpretation wie die Lernglei-
chungen (4.19) und (4.19) des vorhergehenden Kapitels. Man erkennt deutlich
die zwei Kriterien der Lernfunktion. Der erste Term des Klammerausdrucks (*)
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mi�t die Transinformation und ist identisch zu dem bisherigen Resultat. Der
zweite Term wird von diesem abgezogen und ist ein Ma� f�ur die Redundanz an
der Ausgabe. Diese Informationsma�e gewichten wieder die \freien" Hebb'schen
Terme.

5.2 Simulationen und Resultate

5.2.1 Implementation und Komplexit�at des Modells

Es wurden die Lerngleichungen (5.14) und (5.15) f�ur ein Modell ohne innere
Zust�ande implementiert (nh = 0). Das benutzte Modell gleicht dem System des
vorhergehenden Kapitels. Lediglich die Lerngleichungen haben sich ge�andert. Die
�Uberlegungen zur Implementation und Komplexit�at k�onnen also unver�andert aus
Abschnitt 4.3.1 �ubernommen werden. F�ur das Lernen m�ussen nun zus�atzlich die
Wahrscheinlichkeiten Pi nach Gleichung (5.5) bestimmt werden. Dies vergr�o�ert
die Komplexit�at des Algorithmus zur Bestimmung eines Gradientenschrittes je-
doch nicht.

Ziel der n�achsten Experimente ist es zun�achst, die Funktionsf�ahigkeit der
abgeleiteten Lerngleichungen zu �uberpr�ufen. Zum Vergleich der Ergebnisse ver-
wendet man die gleichen Experimente wie in Abschnitt 4.3.2 und 4.3.3. Danach
wird mit der Boltzmann-Maschine ein einfaches Modell der Retina simuliert. Die
Redundanzreduktion mit maximaler Transinformation liefert dabei eine informa-
tionstheoretische Erkl�arung f�ur die Entstehung von rezeptiven Feldern im visuel-
len Kortex.

5.2.2 Rekodierung und Komprimierung bin�arer Signale

Die Wirkung der zus�atzlichen Minimierung der gemeinsamen Information kann
an einem einfachen Kodierungsproblem beobachtet werden: die Dimension des
bin�aren Kodes soll nicht verkleinert werden. Maximale Transinformation erzeugt
in diesem Fall keine faktorielle Kodierung. Die verschiedenen Eingabemuster sol-
len nicht gleichverteilt sein. Tabelle 5.1 zeigt die Eingabemuster x und die zu-
geh�origen Wahrscheinlichkeiten f�ur eine 3 ! 3 Rekodierung. Die Boltzmann-
Maschine wurde zum Vergleich zun�achst nur mit dem Kriterium der maximalen
Transinformation (max. I) und danach mit dem zus�atzlichen Kriterium der mi-
nimalen gemeinsamen Information (min. MI) trainiert. Die Kodierungen, die
man f�ur diese F�alle erh�alt, sind ebenfalls in Tabelle 5.1 angegeben. In Abbil-
dung 5.1 erkennt man deutlich die unterschiedliche Entwicklung der gemeinsamen
InformationMI[P (y)] w�ahrend des Lernens. Die Entropien der Eingabe und der
Ausgabe nach dem Lernen sind in Tabelle 5.2 zusammengefa�t. Die Redundanz
R[P (y)] wird gem�a� (4.20) bestimmt. Die Entropie der Eingabekodierung ist
H[P (x)] = 1:97. F�ur beide Optimierungskriterien wird die gesamte Information
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P (x) x y y

max. I min. MI
0.2 ��+ ��+ +�+
0.3 �++ �++ +++
0.3 + +� �+� �+�
0.2 + + + ++� ++�

Tabelle 5.1: Eingabekodierung und Verteilung f�ur eine 3 ! 3 Rekodierung. Die
beiden rechten Spalten geben den erzeugten Ausgabekode nach dem Lernen mit
maximaler Transinformation (max. I) und zus�atzlicher minimaler gemeinsamer
Information (min. MI) an.

Kodierung Bit-Entropie MI I R
am Eingang 2.85 0.88 - 0.45

am Ausgang mit max. I 2.60 0.63 1.97 0.32
am Ausgang mit min. MI 1.97 0.0 1.97 0.0

Tabelle 5.2: Informationsgehalt und Redundanz f�ur eine 3 ! 3 Rekodierung
nach dem Lernen mit maximaler Transinformation (max. I) und zus�atzlicher
minimaler gemeinsamer Information (min. MI).

der Eingabe auf die Ausgabe �ubertragen. Eine faktorielle Kodierung erreicht man
allerdings nur, falls auch die gemeinsame Information MI[P (y)] minimiert wird.

Das n�achste Beispiel ist aus (Schmidhuber, 1992) entnommen. Eine lokale Ko-
dierung mit vier bin�aren Eingabezust�anden und einer nicht-uniformen Verteilung
soll auf zwei Bits komprimiert werden (4 ! 2). Schmidhuber (1992) suggeriert,
da� diese spezielle Wahl der Verteilung der Eingabemuster nur eine einzige fak-
torielle Darstellung in zwei Dimensionen besitzt. Es existieren hingegen viele
umkehrbare - jedoch redundante - Kodierungen. Die Boltzmann-Maschine �ndet
diese faktorielle Darstellung, falls sie mit minimaler gemeinsamer Information
und maximaler Transinformation optimiert wird. In Tabelle 5.3 und Tabelle 5.4
sind die Resultate zusammengefa�t.

Die Experimente aus Abschnitt 4.3.3 mit ungleichverteilten Eingabedaten
wurden hier wiederholt. Aufgrund der Datenkompression erh�alt man bereits dort
eine gute Faktorisierung. F�ur die nach einem Potenzgesetz verteiltenDaten wurde
jetzt eine genaue faktorielle Kodierung gefunden (siehe Tabelle 5.5).
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Abbildung 5.1: Entwicklung der Transinformation und der gemeinsamen Infor-
mation w�ahrend des Lernens f�ur das Rekodierungsproblem 3 ! 3. Links mit
maximaler Transinformation (max. I) und rechts mit zus�atzlicher minimaler ge-
meinsamer Information (min. MI) gelernt.

P (x) x y y

max. I min. MI
1/9 ���+ +� ++
2/9 ��+� ++ �+
2/9 �+�� �+ +�
4/9 +��� �� ��

Tabelle 5.3: Eingabekodierung und Verteilung f�ur eine 4 ! 2 Komprimierung.
Die beiden rechten Spalten geben den erzeugten Kode nach dem Lernen mit
maximaler Transinformation (max. I) und zus�atzlicher minimaler gemeinsamer
Information (min. MI) an.
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Kodierung Bit-Entropie MI I R

am Eingang 3.03 1.19 - 0.45
am Ausgang mit max. I 1.91 0.07 1.84 0.04
am Ausgang mit min. MI 1.84 0.0 1.84 0.0

Tabelle 5.4: Informationsgehalt und Redundanz f�ur eine 4 ! 2 Komprimierung
nach dem Lernen mit maximaler Transinformation (max. I) und zus�atzlicher
minimaler gemeinsamer Information (min. MI). Die Entropie des Eingabekodes
ist H[P (x)] = 1:84. In beiden F�allen wird die gesamte Information der Eingabe
auf die Ausgabe �ubertragen

Kodierung Bit-Entropie MI I R

am Eingang 2.02 0.63 - 0.45
am Ausgang mit max. I 1.31 0.07 1.28 0.05
am Ausgang mit min. MI 1.28 0.0 1.28 0.0

Tabelle 5.5: Informationsgehalt und Redundanz f�ur eine 4 ! 2 Komprimierung
von bin�aren Signalen, verteilt gem�a� einem Potenzgesetz.

5.2.3 Entstehung von rezeptiven Feldern in einem Re-

tinamodell

Ziel der nun folgenden Simulationen ist es, zu zeigen, wie das von Barlow vorge-
schlagene Kriterium zur Merkmalsextraktion tats�achlich in der Lage ist, biologi-
sche Befunde zur Signalverarbeitung im visuellen Kortex zu simulieren. Wie von
Rubner und Schulten (1990) bemerkt, ist das Verst�andnis der Verarbeitung von
r�aumlicher Information im visuellen Kortex f�ur lange Zeit ein ungel�ostes Problem
gewesen. Hubel und Wiesel (1962) beschreiben die Zellen im prim�aren visuellen
Kortex (Area 17) als Merkmalsdetektoren. Diese Neuronen f�uhren die erste Ver-
arbeitung r�aumlicher Information durch. Es stellt sich die folgende Frage: Werden
dort zuerst r�aumlich lokale Merkmale extrahiert oder wird vielmehr eine Zerle-
gung in r�aumliche Frequenzen, �ahnlich einer Fouriertransformation, durchgef�uhrt
(siehe Campbell und Robson, 1968; MacKay, 1981; Pollen, Lee, und Taylor, 1971).
Rubner und Schulten (1990) beschreiben einen Mechanismus zur Bildung von
r�aumlichen Merkmalsdetektoren f�ur den Fall von Neuronen mit linearer Antwort-
funktion. Dieser Mechanismus f�uhrt zu einer herk�ommlichenHauptkomponenten-
analyse. Durch das vorliegende Modell erh�alt man eine nichtlineare, r�aumliche
Merkmalsextraktion.

Das Lernkriterium bildet r�aumliche rezeptive Felder in einem einfachenModell
einer Retina. Man stelle sich ein gleichm�a�iges 10 � 10 Gitter von Eingabeneu-
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ronen vor. Die kontinuierliche Eingabe x ist somit 100-dimensional. Diese Ein-
gabe ist durch die synaptischen Kopplungen wext

ij zun�achst nur mit zwei bin�aren
Ausgabeneuronen verbunden. Die R�uckkopplung unter den Ausgabezust�anden
erwies sich als nicht notwendig, daher setzt man wij = 0. Jedes Eingabesignal,
das zum Lernen verwendet wurde, kann man sich als ein Gau�sches Lichtsignal
vorstellen, das auf die Retina tri�t. Die Schwerpunkte der Gau�schen Signa-
le werden gleichm�a�ig �uber die Retina verteilt. Um Rande�ekte zu vermeiden,
sind sie jedoch stets mindestens zwei Neuronen vom Rand entfernt. Die Red-
undanzreduktion f�uhrt zu einer Dekorrelation der synaptischen Verbindungen.
Minimale gemeinsame Information wird dabei durch die Bildung von rezeptiven
Feldern erreicht. Dies wird ersichtlich, wenn man die Kopplungsst�arken der ver-
schiedenen Ausgabeneuronen vergleicht. In Abbildung 5.2 sieht man die gelernten
Kopplungsst�arken, die je zwei Eingabeneuronen mit den zwei Ausgabezust�anden
verbinden. Aus diesen Abbildungen wird deutlich, da� die Ausgabeneuronen f�ur
Signale aus verschiedenen Bereichen im Eingaberaum reagieren. F�ur starke po-
sitive (exitatorische) Kopplungsst�arken nimmt das Neuron bei einem Signal aus
diesem Bereich einen Wert +1 an, f�ur negative (inhibierende) Kopplungen ent-
sprechend �1. Es gibt o�ensichtlich vier verschiedene Bereiche (rezeptive Felder),
in denen ein r�aumlich lokalisiertes Signal eine der vier verschiedenen Ausgabe-
kon�gurationen (++;��;+�;�+) erzeugen wird. Ein Signal bei x1 = 4 wird im
linken Neuron einen Zustand +1 bewirken, w�ahrend ein Signal bei x1 = 7 einen
Zustand -1 hervorrufen wird. Entsprechend liefert ein Signal bei x1 = 4 im linken
Neuron ein Zustand -1 und einen Zustand +1 bei x2 = 7. Dieses einfache Experi-
ment zeigt, da� die Bildung von r�aumlich selektiven Zellen durch das Prinzip der
minimalen Redundanz bei vollst�andiger Informations�ubertragung erkl�art werden
kann.

Ein interessantes Resultat erh�alt man, wenn man an der Ausgabe sechs Neu-
ronen verwendet. Die entstandenen rezeptiven Felder der verschiedenenNeuronen
sind in Abbildungen 5.3 und 5.4 zu sehen. Wie bereits f�ur den linearen Fall von
Rubner und Schulten (1990) analysiert, ergibt das vorliegende Modell orthogona-
le und r�aumlich oszillierende rezeptive Felder. Jones und Palmer (1987) wie auch
Jones, Stepnoski, und Palmer (1987) beobachten im visuellen Kortex von Katzen
die gleichen oszillierenden Muster. Die gebildeten rezeptiven Felder haben exita-
torische und inhibitorische Bereiche und stellen einfache Zellen dar, die selektiv
auf Kanten oder Linien bestimmter Orientierung reagieren. Folgt man also dem
Kriterium der Redundanzreduktion ohne Verlust von Information, so bilden sich
Detektoren f�ur unabh�angige Merkmale des Eingabesignals.

5.3 Schlu�folgerungen

In diesemKapitel wurde das Kriteriumder maximalenTransinformation zwischen
Eingabe und Ausgabe mit dem Kriterium der minimalen gemeinsamen Informa-
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Abbildung 5.2: Gelernte Kopplungsst�arken der Eingabeneuronen mit den zwei
Ausgabezust�anden. Die horizontale Ebene gibt die Lage der Eingabeneuronen
auf dem Gitter (Retina) wieder. In vertikaler Richtung ist die zugeh�orige Kopp-
lungsst�arke aufgetragen.

tion an der Ausgabe erg�anzt. Dies stellt das Prinzip der Redundanzreduktion von
Barlow (1959) dar. Durch die explizite De�nition der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung der diskreten Zustandsvariablen l�a�t sich dieses Kriterium als analytische
Kostenfunktion de�nieren. Mit einem Gradientenverfahren k�onnen die adapti-
ven Kopplungsst�arken optimiert werden, und man erh�alt neue Gleichungen f�ur
un�uberwachtes Lernen in der Boltzmann-Maschine. Das resultierende System ist
in der Lage, statistisch unabh�angige, bin�are Merkmale der Eingabedaten zu ex-
trahieren. In Experimenten mit bin�aren Eingabesignalen wurden Datenkompres-
sion und Rekodierung verwirklicht. Man erzeugt dabei eine redundanzfreie Dar-
stellung der Eingabeinformation. Es wurde ein einfaches Modell einer visuellen
Retina als eine einschichtige Boltzmann-Maschine dargestellt. Die Optimierungs-
kriterien bewirken die Bildung von r�aumlichen rezeptiven Feldern, �ahnlich derer,
die in einem biologischen System gefunden wurden.

Zuletzt sei angemerkt, da� die Struktur der Standard-Boltzmann-Maschine,
die ein nichtlineares, r�uckgekoppeltes System mit inneren Elementen darstellt,
die Formulierung dieser Optimalit�atskriterien erm�oglicht. Andererseits aber stel-
len die bin�aren Zust�ande eine ernsthafte Einschr�ankung dar. Man m�ochte ggf.
auch kontinuierliche Merkmale extrahieren. Die Arbeit, die im n�achsten Kapitel
dargestellt wird, hat das Ziel, ein analoges stochastisches System im kontinuier-
lichen Zustandsraum zu de�nieren.
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Abbildung 5.3: Kopplungsst�arken der Eingabeneuronen mit sechs Ausgabeneuro-
nen nach der Optimierung von Redundanz und Transinformation. Die horizontale
Ebene gibt die Lage der Eingabeneuronen auf dem Gitter (Retina) wieder. In ver-
tikaler Richtung ist die zugeh�orige Kopplungsst�arke aufgetragen.
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Kapitel 6

Relative Entropie im

Kontinuierlichen

In diesem Kapitel wird ein kontinuierliches System vorgestellt, das die Formulie-
rung eines informationstheoretischenKriteriums erm�oglicht. Im wesentlichenwird
eine Boltzmann-Maschine mit kontinuierlichen Zust�anden de�niert. In diesem
System l�a�t sich das Lernkriterium der relativen Entropie analog zur Standard-
Boltzmann-Maschine verwenden. Es werden zun�achst einige bekannte Ans�atze
diskutiert.

Hop�eld (1982b) stellt eine kontinuierliche Version seines urspr�unglichen Mo-
dells vor. Er verwendet die Gleichungen (3.12) als De�nition eines kontinuier-
lichen und deterministischen Systems. Diese Fixpunktgleichungen konvergieren
tats�achlich zu kontinuierlichen Zust�anden im Intervall [�1; 1]. Pineda (1987) f�ugt
diesem Modell innere Elemente hinzu und legt damit die Grundlage f�ur zeit-
abh�angige, r�uckgekoppelte Netze. Bei diesen deterministischen, nichtlinearen Sy-
stemen gibt es allerdings keine naheliegende Interpretation einer Wahrschein-
lichkeit. Informationstheoretische Kriterien lassen sich daher nicht ohne weiteres
anwenden.

Die Arbeit von Kosmatopoulos und Christodoulou (1993) behandelt konti-
nuierliche Elemente, deren stochastische Dynamik durch Langevin-Gleichungen
beschrieben wird. Die Autoren basieren die Lerndynamik auf die Arbeit von Io-
annou und Sun (1995), die keine Informationskriterien betrachten, sondern den
quadratischen Abstand der generierten zu einer vorgegebenen Verteilung mini-
mieren. Sie beziehen Kopplungen h�oherer Ordnung mit ein, die es erlauben, die
Einschr�ankung auf quadratische Energiefunktionen zu �uberwinden. Movellan und
McClelland (1991) erweitern ein deterministisches Modell �ahnlich dem von Hop-
�eld (1982b) indem sie thermisches Rauschen und innere Neuronen einf�uhren.
Die Klasse der Dichtefunktionen, die modelliert werden k�onnen, ist nicht klar
zu erkennen, da die Stochastik nicht rigoros eingef�uhrt wird und daher auch
die erzeugte Statistik nicht explizit bestimmt wurde. In einer vorl�au�gen Arbeit
beschreibt Movellan (1993) ein stochastisches System mit quadratischer Energie-
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funktion und symmetrischen Kopplungen auf der Grundlage von Di�usions- bzw.
Langevin-Gleichungen. Er ist in den Simulationen jedoch gezwungen, die Stocha-
stik numerisch auszuf�uhren. Der resultierende Lernalgorithmus sowie auch das
Abrufen von gelernten Assoziationen sind somit extrem rechenintensiv.

Bei informationstheoretischen Lernkriterien wird man damit konfrontiert, In-
tegrale �uber den Zustandsraum berechnen zu m�ussen. Das ergibt sich bereits
aus der De�nition der Entropie (2.9). Die numerische Berechnung von Zustands-
summen im kontinuierlichen Raum, entweder direkt oder mittels Monte-Carlo-
Simulationen, ist sehr rechenintensiv. Es ist wichtig, einen analytischen Ausdruck
f�ur die zum Lernen ben�otigten Zustandssummen zu gewinnen. Eine analytische
N�aherung, wie sie die Mittelfeldtheorie liefert, ist im diskreten Fall hilfreich, aber
nicht zwingend. F�ur den kontinuierlichen Fall erscheint sie allerdings unumg�ang-
lich.

Deshalb konzentriert sich diese Arbeit auf ein kontinuierliches Modell, das
die Anwendung der Mittelfeldtheorie analog zu der von Peterson und Anderson
(1987) erm�oglicht. Man k�onnte versuchen, direkt stochastische und kontinuier-
liche Elemente zu betrachten. Mit einer de�nierten Verteilung formuliert man
wie bisher die Informationsbegri�e und leitet die entsprechende Lernregeln ab.
Indem man die Mittelfeldn�aherung anwendet, erh�alt man eine deterministische
Dynamik. Diese Strategie wird vorliegenden Kapitel in Abschnitt 6.6 verfolgt.
Die resultierenden Mittelfeldgleichungen werden jedoch f�ur die Grenztemperatur
T ! 0 instabil, und man erh�alt wieder ein Systemmit nur zwei stabilen diskreten
Zust�anden.

Hier wird als L�osung eine Generalisierung des bin�aren Spin-Modells verwen-
det. Gisl�en, Peterson, und S�odeberg (1992) pr�asentieren Mittelfeldgleichungen
f�ur mehrdimensionale, kontinuierliche und normierte Zust�ande, die Rotoren ge-
nannt werden. Die Normierung zwingt zwar, die Zust�ande mehrdimensional zu
w�ahlen, erlaubt aber zugleich, die Analysis durchzuf�uhren, die f�ur die Mittelfeld-
theorie notwendig ist. �Ahnliche Zust�ande, genannt Phasoren, wurden von Noest
(1988) eingef�uhrt. Diese komplexwertigen Elemente sind auf den zweidimensio-
nalen, komplexen Raum beschr�ankt; auch das konnektionistische Modell ist auf
eine einschichtige Struktur ohne innere Zust�ande limitiert. Mozer, Zemel, Behr-
mann, und Williams (1992) betrachten ebenfalls zweidimensionale Elemente. Die
vorliegende Arbeit stellt eine mehrdimensionale Erweiterung dieses Modells dar.
Man nennt die Zust�ande Rotoren, da sie Werte auf der mehrdimensionalen Ein-
heitssph�are annehmen k�onnen. Sie sind nat�urlicherweise f�ur zyklische Probleme
geeignet, bei denen zwei, drei oder mehrere Dimensionen zu behandeln sind.

6.1 Mittelfeldtheorie f�ur Rotoren

Im allgemeinen wird in dieser Arbeit der Schwerpunkt auf die informationstheo-
retischen Lernkriterien gelegt. Hier wird allerdings ein neues thermodynamisches
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System als konnektionistische Architektur vorgeschlagen. Aus diesem Grund sol-
len die dynamischen Eigenschaften des neuen System etwas genauer untersucht
werden. Dazu wird hier die Mittelfeldtheorie von Gisl�en et al. (1992) f�ur Rotoren
kurz dargelegt. Die Autoren f�uhren die Mittelfeldtheorie auf eine sehr allgemeine
Weise ein. Als Rotoren bezeichnen sie die mehrdimensionalen Einheitsvektoren,

si = <d jsij = 1 i = 1:::n (6.1)

Sie betrachten die Aufgabe der Minimierung einer Energiefunktion
E(s1; :::; sn). Die einzelnen d-dimensionalen normierten Zust�ande sollen mit si
bezeichnet werden, alle n Zust�ande gemeinsam werden als S notiert, d.h. S =
(s1; :::; sn). Ausgangspunkt f�ur die Mittelfeldtheorie ist die Zustandssumme des
thermodynamischen Systems,

Z =
Z
�
e�

1

T
E(S)dS (6:2)

Die Integration erstreckt sich �uber alle n d-dimensionalen Einheitssph�aren,
die hier kurz mit � benannt werden. Aus der Zustandssumme lassen sich ver-
schiedene thermodynamische Mittelwerte ableiten. Insbesondere ist man an den
Zustandsmittelwerten interessiert. Da die numerische Auswertung dieser Summe
im Kontinuierlichen nicht durchf�uhrbar ist, versucht man eine N�aherung f�ur Z
zu gewinnen. Bevor man dieses Integral durch einen Sattelpunktsansatz n�ahert,
f�uhrt man neue sogenannte Mittelfeldvariablen ui und vi ein, und die Integration
in si wird ausgef�uhrt.1 Die neuen Mittelfeldvariablen sind nicht auf die Einheits-
sph�aren beschr�ankt. Sie sind f�ur den gesamten kontinuierlichen Raum zugelassen,
d.h. vi;ui 2 <d. Auf diese Weise wird der Raum jsij = 1 mit einem neuen Raum
der Mittelfeldvariablen ersetzt. Die so gewonnene Darstellung kann nun wieder
als Zustandssumme der neuen Variablen V = (v1; :::;vn) und U = (u1; :::;un)
interpretiert werden, auf die ein neues, e�ektives Potential Eeff(V;U) wirkt,

Z /
Z
<nd

Z
<nd

e�
1

T
Eeff (V;U)dVdU (6.3)

Eeff (V;U) = E(V)� T
X
i

vi � ui + T
X
i

G(juij) (6.4)

wobei G(u) durch die modi�zierten Bessel'schen Funktionen Im(u) gegeben ist,

1Die neuen Variablen werden mit einer Dirac'schen \�-Funktion" nach einer Standardme-
thode der Mittelfeldtheorie eingef�uhrt. Sei s 2 �,Z
�

f(s)ds =

Z
�

Z 1

�1

f(s)�(s�v)dsdv =

Z
�

Z 1

�1

Z 1

�1

f(s)e{(s�v)udsdvdu =

Z 1
�1

Z 1
�1

~f (v; u)dvdu

wobei ~f (v; u) das Resultat der Integration �uber s im Raum � darstellt.

64



G(u) = ln I d�2
2

(u)� d � 2

2
ln(u) (6:5)

Die Zustandssumme (6.3) charakterisiert ein thermodynamisches System f�ur
die Variablen V und U. Nun ist man in der Lage eine Sattelpunktsn�aherung
durchzuf�uhren. Gisl�en et al. (1992) sind bez�uglich der G�ultigkeit dieser N�ahe-
rung an dieser Stelle etwas ungenau. Deshalb soll die Sattelpunktsn�aherung hier
etwas genauer dargelegt werden. Grundidee ist es, die Zustandssumme (6.3)
durch eine Freie Energie darzustellen. Diese wird zu einer Funktion des Sattel-
punktsV0;U0 der e�ektiven Energie. 2 Der Sattelpunkt ist durch die Gleichungen
rVE(V

0;U0) = 0, und rUE(V
0;U0) = 0 festgelegt. Man identi�ziert die Sat-

telpunkte mit der mittleren Zustandsvariablen des urspr�unglichen Systems. In
diesem Fall hei�t das V0 = hSi. Das soll hier etwas genauer gezeigt werden, um
bei der Gelegenheit die Grenzf�alle, f�ur die die N�aherung g�ultig ist, zu diskutie-
ren. Das thermische Mittel der Zustandsvariablen S, d.h. das Mittel �uber die
Boltzmann-Verteilung ist gegeben durch,

hSi = 1

Z

Z
�
Se�

1

T
E(S)dS =

R
<nd

R
<nd Ve�

1

T
Eeff(V;U)dVdUR

<nd

R
<nd e�

1

T
Eeff (V;U)dVdU

(6:6)

Der Exponent wird nun um einen Sattelpunkt V0;U0 der e�ektiven Ener-
gie entwickelt. Der Term nullter Ordnung ist eine Konstante in der Integration

2Dies basiert auf folgende N�aherung (siehe Herz et al., 1990; Fischer und Herz, 1991). Der
Einfachheit halber sei die Zustandsvariable vor�ubergehend s 2 <n, und man m�ochte das Funk-
tional Z approximieren

Z =

�
n=T

2�

�n=2 Z
<n

e�
1

T
nf(s)ds

Die Normierung im Klammerausdruck ist nicht weiter von Bedeutung. Der Exponent in der
Zustandssumme l�a�t sich in dieser Form nur schreiben, falls die Energiefunktion des zugeh�origen
physikalischen Systems linear mit der Systemgr�o�e n, d.h. der Anzahl freier Zust�ande, skaliert.
F�ur T ! 0 bzw. n!1 gilt in N�aherung zweiter Ordnung,

Z = jJ [f(s0)]j�1=2e�
1

T
nf(s0)

wobei der Sattelpunkt s0 aus der Sattelpunktsgleichung rsf(s0) = 0 zu bestimmen ist. Hier ist
jJ [f(s0)]j die Jacobi-Determinante von f(s) am Sattelpunkt. Diese N�aherung gilt allerdings nur
falls die Jacobi-Matrix J am Sattelpunkt positiv de�nit ist, d.h. ein echtes Minimum vorliegt.
Die Freie Energie F ist in der Thermodynamik als Funktion der Zustandssumme Z darstellbar,

F = �
1

T
lnZ = nf(s0) + const:

Die Freie Energie wird eine Funktion der Mittelfeldvariablen s0. Heuristisch sagt man daher,
da� der Sattelpunkt die minimale freie Energie des thermodynamischen Systems angibt. In
unserem Fall entspricht die freie Energie der e�ektive Energie Eeff in (6.3).
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und k�urzt sich mit dem entsprechenden Term im Nenner. Der Term erster Ord-
nung verschwindet, da um den Sattelpunkt entwickelt wurde. Die zweite Ord-
nung ergibt eine mehrdimensionale Gau�funktion, bei der die Varianz mit

p
T

skaliert. Diese Gau�funktionen f�uhren f�ur den Grenzfall T ! 0 zu Dirac'schen
\�-Funktionen". Vernachl�assigt man Terme h�oherer Ordnung, so ergibt sich f�ur
diesen Grenzwert

hSiT!0 =

R
<nd

R
<nd

V�(V �V0)�(U�U0)dVdUR
<nd

R
<nd

�(V �V0)�(U�U0)dVdU
= V0 (6:7)

Es sei angemerkt, da� die gleiche N�aherung durchgef�uhrt werden kann,
falls die e�ektive Energiefunktion linear mit der Systemgr�o�e n skaliert, d.h.
Eeff (S) = nf(S), wobei f(S) als die freie Energie des Einzelzustandes zu inter-
pretieren ist. Der Grenzfall n!1 ist sodann identisch zum eben betrachteten.
Die Mittelfeldgleichungen sind dann sowohl f�ur gro�e Systeme als auch f�ur kleine
Temperaturen n�aherungsweise g�ultig. Man identi�ziert also die Sattelpunktsva-
riableV0 mit dem thermischenMittel der Zust�ande. Bis hier reicht die Erg�anzung
zur Arbeit von Gisl�en et al. (1992). Die Autoren geben folgende Sattelpunkts-
gleichungen f�ur Rotoren an

u0i = � 1

T
rviE(V

0
1 ; :::; V

0
n ) (6.8)

v0i =
u0i
ju0i j

F (ju0i j) (6.9)

Hier ist F (u) = @
@u
G(u) und hat die Form einer sigmoiden Funktion. Mit diesen

Gleichungen als Grundlage ist man nun in der Lage, ein neues deterministisches
System im kontinuierlichen Raum zu de�nieren, bei dem es eine fundamentale
Interpretation der Wahrscheinlichkeitsdichte gibt.

6.2 Kontinuierliche Boltzmann-Maschine

Mit diesen Mittelfeldgleichungen (6.8) und (6.9) wird in der vorliegenden Ar-
beit die kontinuierliche Version der Boltzmann-Maschine durch geeignete Wahl
der Energiefunktion de�niert. Es wird eine quadratische Funktion analog zur
Standard-Boltzmann-Maschine gew�ahlt.3 Man erlaubt unabh�angige Wechselwir-

3Sowohl hier als auch in der klassischen Boltzmann-Maschine sind Energiefunktionen mit
Gliedern h�oherer Ordnung denkbar, so wie sie von Kosmatopoulos und Christodoulou (1993)
in ihrem Langevin-Modell verwendet werden. Es wurde allerding k�urzlich von Kappen (1994)
gezeigt, da� eine deterministische Boltzmann-Maschine mit quadratischer Energiefunktion so-
gar unter einer stark eingeschr�ankten Konnektivit�at �ahnliche Abbildungsf�ahigkeiten wie der
klassische Back-Propagation-Algorithmus besitzt (Rumelhart et al., 1988).
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kung der einzelnen Dimensionen mit denen der anderen Rotor-Zust�ande.4

E = �1

2

X
ijkl

sikwikjlsjl = �1

2

X
ij

si �wij � sj (6:10)

Die Indizes i; j = 1; ::; n numerieren die verschiedenen Rotoren. Die Indizes
k; l = 1; ::; d beziehen sich auf die verschiedenen Dimensionen innerhalb eines
Rotors. Zur Notation siehe Tabelle 8.3. Um die Konvergenz der Dynamik zu
garantieren, mu� man Symmetrie in i; j und k; l fordern, d.h. wikjl = wjlik. Die
Sattelpunktsgleichungen (6.8) und (6.9) sind hiermit,

ui = � 1

T

X
j

wij � vj (6.11)

vi =
ui

juijF (juij) = f(ui) (6.12)

Dies sind die De�nitionsgleichungen f�ur eine deterministische und kontinu-
ierliche Boltzmann-Maschine. F�ur d = 1 vereinfacht sich F (u) zu einem Tan-
gens hyperbolicus, und die Gleichungen (6.11) und (6.12) reduzieren sich auf
die bekannten Mittelfeldgleichungen der Form (3.7). Es sei an der Stelle ange-
merkt, da� man hier im Gegensatz zur Standard-Boltzmann-Maschine kein ex-
ternes Feld verwendet. Es ist unproblematisch, ein solches hinzuzuf�ugen. F�ur die
Kopplungsst�arken reicht daf�ur ein Tensor dritter Stufe. Man hat zugunsten der
einfacheren Diskussion der Konvergenzeigenschaften in Abschnitt (6.3) darauf
verzichtet. Statt dessen verwendet man als Eingabe einige der Rotor-Zust�ande,
so wie das im urspr�unglichen Modell von Ackley et al. (1985) geschieht.

Man erh�alt hier ein kontinuierliches, deterministisches System, bei dem die
Wahrscheinlichkeitsdichte der Zust�ande weiterhin eine grundlegende Bedeutung
hat. Zur L�osung dieser deterministischen Gleichungen kann man wieder eine Fix-
punktiteration verwenden. Es sollen im n�achsten Abschnitt die Konvergenzeigen-
schaften des Gleichungssystems untersucht werden.

6.3 Konvergenzeigenschaften der determini-

stischen Dynamik

Die Gleichungen (6.11) und (6.12) k�onnen wie die Mittelfeldgleichungen (3.7) f�ur
die klassische Boltzmann-Maschine wieder als station�are L�osung einer partiellen
Di�erenzialgleichung erster Ordnug betrachtet werden

4Obwohl die mehrdimensionalen Rotoren Analogien zu den Heisenberg-Spins aufweisen (sie-
he Fischer und Herz, 1991), unterscheidet sich hier die Energiefunktion von der Energie mehr-
dimensionaler Spin-Systeme.
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dui
dt

= �ui + 1

T

X
j

wij � f(uj) (6:13)

Die Fixpunktiteration zur Suche von L�osungen von (6.11) und (6.12) kann
als Zeitdiskretisierung dieser Gleichung mit einem Zeitschritt �t = 1 verstanden
werden.

6.3.1 Lyapunov-Funktion

Um die Konvergenz von (6.13) zu den Fixpunkten (6.11) und (6.12) zu beweisen,
zeigt man analog zum Ansatz von Hop�eld (1982b), da� eine Lyapunov-Funktion
L existiert, mit @L=@t < 0. Man betrachte,

L = � 1

2T

X
ij

vi �wij � vj +
X
i

Z vi

0
f�1(v) � dv (6:14)

wobei f�1 = v=jvjF�1(jvj) existiert, da stets F 0 > 0 gilt. Das Pfadintegral kann
�uber eine beliebige Kurve ausgef�uhrt werden, da der Integrand rotationsfrei ist.
Man mu� nun zeigen, da� die so de�nierte Funktion L eine stets negative Zeita-
bleitung besitzt.

dL

dt
= �X

i

dvi
dt

�
0
@ 1

T

X
j

wij � vj � f�1(vi)

1
A (6.15)

= �X
i

dvi
dt

� dui
dt

(6.16)

= �X
ij

dvi
dt

� rvjf
�1
i � dvj

dt
< 0 (6.17)

Die Ungleichung ist g�ultig, falls rvj f
�1
i positiv de�nit ist. Man beachte, da�

f�ur (6.15) die Symmetrie der Kopplungsst�arken verwendet wurde. Mithilfe des
Theorems von Gershgorin zeigt man, da� der Tensor vierter Stufe positiv de�-
nit ist. Um Mi�verst�andnisse zu vermeiden, wird im folgenden die vollst�andige
Indizierung verwendet. Es wird mit vi = jvij und gi = F�1(jvij) abgek�urzt.

hjlik �
@f�1ik

@vjl
= �jlik

gi
vi
� vikvjl�

i
j

v2i

�
�gi
vi
+ g0i

�
(6:18)

hier ist �jlik das entsprechende Kronecker-Symbol, mit �jlik = 1 nur f�ur ik = jl,
sonst �jlik = 0. Zun�achst wird gezeigt, da� die Diagonalelemente hikik positiv sind:

hikik =
gi
vi
+
v2ik
v2i

�
�gi
vi
+ g0i

�
=

gi
vi

 
1� v2ik

v2i

!
+
v2ik
v2i
g0i � 0 (6:19)
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Dies gilt, da gi und g0i f�ur das positive Argument jvij positiv sind. Weiter mu�
man zeigen, da�

hikik >
X
jl6=ik

���hjlik��� (6:20)

Die rechte Seite kann geschrieben werden als,

X
jl 6=ik

�����vikvjl�
i
j

v2i

�
�gi
vi
+ g0i

������ =
X
l 6=k

�����vikvjkv2i

�
�gi
vi
+ g0i

������ = jvilj
v2i

�����gi
vi
+ g0i

����X
l6=k
jvilj
(6:21)

Betrachtet man (6.19), (6.20) und (6.21) so mu� man zeigen,

gi
vi
� v2ik

v2i

�
�gi
vi
+ g0i

�
� jvikj

v2i

�����gi
vi
+ g0i

����X
l6=k
jvilj > 0 (6:22)

was �aquivalent ist zu,

jvikj
�
�gi
vi
+ g0i

�
�
�����gi

vi
+ g0i

����X
l6=k

jvilj < gi
vi
jvikj (6:23)

Mit
� gi
vi
+ g0i < 0 (6:24)

l�a�t sich (6.23) schreiben als,

�
gi
vi
� g0i

�X
l

jvilj < gi
vi
jvikj (6:25)

Da f�ur einen beliebigen Vektor jvkj � P
l jvlj � jvj gilt, reicht es zu �uberpr�ufen

ob,

�
gi
vi
� g0i

�
vi < gi (6:26)

Das ist gem�a� den entsprechenden De�nitionen g�ultig, da

0 < g0ivi (6:27)

6.3.2 Fixpunktiteration

Zur Berechnung der L�osung der deterministischen Gleichungen (6.11) und (6.12)
kann man auch folgende Fixpunktiteration verwenden:
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vi(t+ 1) = f

0
@� 1

T

X
j

wij � vj(t)
1
A (6:28)

Neben den eben bewiesenen Konvergenzeigenschaften f�ur den Fall kontinuier-
licher Zeit, kann man hier explizit die lokale Konvergenz dieser Iteration nachwei-
sen. Man wird erkennen, da� oberhalb einer kritischen Temperatur das System
auch hier in die \antimagnetische" Phase mit verschwindender mittlerer Magne-
tisierung V = hSi = 0 konvergiert. Gem�a� dem Banachschen Fixpunktsatz ist
lokale Konvergenz garantiert, falls

@fik@vjl

 < 1 (6:29)

@fik@vjl

 =

X
nm

@fik
@unm

@unm
@vjl

 =
rvf �W

T

 (6:30)

Es werden die Hilfsgr�o�en h und g jetzt neu de�niert. Es sei nun h = rvf der
neue Tensor vierter Stufe. Man verwende jetzt die Abk�urzungen gi = F (juij) und
ui = juij. Ersetzt man in Gleichung (6.18) V durch U, so gilt diese Gleichung
mit den neuen gi analog. Da die Bedingungen (6.24) und (6.27) entsprechend
gelten, sind die Ungleichungen analog zu (6.19) und (6.20) ebenfalls g�ultig. Der
neue Tensor h ist daher positiv de�nit mit positiven Eigenwerten

�ik 2
2
4hikik + X

ik 6=jl
jhjlikj ; hikik �

X
ik 6=jl

jhjlikj
3
5 (6:31)

Nun l�a�t sich folgende obere Grenze f�ur die Norm angeben

krvfk = max
ik

j�ikj � max
ik

0
@hikik + X

ik 6=jl
jhjlikj

1
A (6.32)

< max
ik

(2hikik) (6.33)
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(6.35)

wobei 1=d die maximale Steigung von F am Nullpunkt angibt. Schlie�lich erh�alt
man aus (6.29) eine Bedingung f�ur lokale Konvergenz:@fik@vjl

 =
rvf �W

T

 � krvfk
WT

 < 2

Td
kWk < 1 (6:36)
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F�ur Temperaturen oberhalb einer Grenztemperatur Tg = 2kWk=d l�a�t sich
die Konvergenz der Fixpunktiteration also explizit nachweisen. Die berechnete
Grenze ergibt sich f�ur die Stelle hSi = 0. Das bedeutet, da� oberhalb dieser
Temperatur die verschwindende \Magnetisierung" eine stabile L�osung der Mit-
telfeldgleichungen ist. Man beachte allerdings, da� einige grobe Absch�atzungen
gemacht wurden, wodurch dem Faktor 2 keine besondere Signi�kanz gegeben
werden kann. Von einer kritischen Temperatur im eigentlichen Sinne kann somit
nicht die Rede sein. Jedenfalls zeigt sich in Experimenten, da� die Fixpunktite-
ration (6.28) f�ur beliebige Temperaturen innerhalb weniger Schritte konvergiert.
F�ur Temperaturen, die deutlich �uber dieser Grenze liegen (T >> Tg), konvergie-
ren die Gleichungen gegen die triviale L�osung. Bei Temperaturen um Tg nimmt
der Betrag der Zustandsmittelwerte zu. Die Zustandsmittelwerte konvergieren
dann f�ur Temperaturen mit T << Tg gegen stabile L�osungen auf der Einheits-
sph�are.

6.4 Lernen im Kontinuierlichen - Funktions-

approximation

F�ur das Lernen verwendet man das Kriterium der minimalen relativen Entropie.
Man wei� von der klassischen Boltzmann-Maschine, da� sich die resultierenden
Lerngleichungen durch Mittel der Zustandsvariablen darstellen lassen. Dies ist
wichtig, da sich hier im Gegensatz zum diskreten Zustandsraum die Zustands-
summen nicht mehr explizit berechnen lassen.

Zur korrekten Formulierung der Lerngleichungen sowie deren Ableitung ist es
ausreichend, in der Ableitung der Lerngleichungen von Abschnitt 3.2 (Seite 27),
die Summe �uber diskrete Zust�ande mit den entsprechenden Integralen �uber kon-
tinuierliche Zust�ande zu ersetzen:

X
s

!
Z
�
dS

wobei die Summen entsprechend �uber die verschiedenen R�aume der inneren und
sichtbaren Zust�ande Sh bzw Sv 5 zu erstrecken sind. Das Ausschreiben all die-
ser De�nitionen und Ableitungen weist keine analytischen Hindernisse auf und
bed�urfte hier lediglich einer umst�andlichen Notation. Es wird daher direkt das
Resultat angegeben:

�wikjl =
"

T

h
hsiksjlifixiert � hsiksjlifrei

i
(6:37)

5Die Schreibweise variiert hier etwas vom Rest der Arbeit. Konsequenterweise m�u�te man
f�ur die inneren und sichtbaren Zust�ande jetzt V und H schreiben. Dies w�urde aber zu Ver-
wechslungen mit den Mittelfeldvariablen V oder sogar der Entropie H f�uhren.
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Die Indizierung �xiert und frei kennzeichnet die verschiedenenMittel, die man
auch in Abschnitt 3.2 �ndet. Diese Mittel sind bei festen bzw. freien, sichtbaren
Zust�anden Sv zu bestimmen. Man verwendet wieder die zus�atzliche N�aherung

hsiksjli = hsiki hsjli
Auch in diesem Kapitel ist man an einer funktionalen Abh�angigkeit zwischen

Eingabe und Ausgabe interessiert. Die Ausgabe ist nun ebenfalls kontinuierlich.
Man trennt dazu die sichtbaren Elemente weiter in Eingabe X und Ausgabe
Y. Die Lerngleichungen sind dann analog zu denen der Standard-Boltzmann-
Maschine (3.10), wobei man hier keine Unterscheidung zwischen externen Kopp-
lungen und den r�uckgekoppelten Wechselwirkungen macht. Die Lerngleichungen
schreiben sich mit den Mittelfeldvariablen wie folgt:

�wikjl =
"

T

h
hvikvjliY;X � hvikvjliX

i
(6:38)

Die Mittelwerte sind gegeben durch

hf(S)iY;X =
Z
�
dSP (ShjY;X)R(Y;X)f(S)

hf(S)iX =
Z
�
dSP (Sh;YjX)R(X)f(S)

Die Zielverteilung R(Y;X) ist durch einen Satz von Datenpunkten gegeben. Die
Integration �uber diese Verteilung reduziert sich auf die Summe �uber alle diese
Datenpunkte. Zur Bestimmung der �xierten und freien Mittel wird die determi-
nistische Dynamik, die durch die Fixpunktgleichungen (6.28) gegeben ist, in den
zwei verschiedenen Relaxationsphasen iteriert. Beim �xierten Mittel hvikvjliY;X

werden Eingabe und Ausgabe auf die vorgegebenen Lerndaten �xiert und die
Ergebnisse der Relaxation �uber alle Lernmuster gemittelt. Beim freien Mittel
hvikvjliX werden w�ahrend der Relaxation lediglich die Eingabezust�ande auf die
vorgegebenen Datenpunkte �xiert, um das Resultat dann �uber alle verschiede-
nen Eingabemuster zu mitteln. Ein Funktionswert der modellierten Abbildung
kann nach dem Lernen abgerufen werden, indem man die Eingabeelemente auf
die gew�unschte Eingabe �xiert und das System bei kleinen Startwerten Vi � 0
relaxiert. Bei all diesen Relaxationen verwendet man die bekannte Abk�uhlung.

Die Lerngleichungen, die f�ur das un�uberwachte Lernen in den Kapiteln 4 und 5
abgeleitet wurden, lassen sich v�ollig analog f�ur die Rotor-Boltzmann-Maschine
formulieren. Man hat nun aber die Schwierigkeit, da� die Integrale �uber die kon-
tinuierlichen Zust�ande explizit ausgef�uhrt werden m�ussen. Es ist nun nicht mehr
m�oglich, diese Gleichungen allein durch Mittelwerte der Zust�ande zu formulieren.
Die Hauptschwierigkeit f�ur eine analytische L�osung ist dabei der Logarithmus von
Wahrscheinlichkeiten, der in den Lerngleichungen (4.18) bzw. (5.14) auftaucht.
Die Integrale lassen sich nat�urlich durch Monte-Carlo-Simulationen berechnen,
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indem man die entsprechende Glauber-Dynamik, so wie sie in Abschnitt 3.1.2
erkl�art wurde, durchf�uhrt. Dies ist analog zu den Modellen, die zur Simulation
der thermischen Stochastik Langevin-Gleichungen verwenden. Diese Ans�atze sind
extrem rechenaufwendig und daher f�ur die Anwendungen von konnektionistischen
Modellen uninteressant. Man ist dazu gezwungen, die Stochastik mit Hilfe der
Mittelfeldgleichungen zu eliminieren. Aus diesem Grund wird man sich also auf
das Lernen mit dem Kriterium der minimalen relativen Entropie beschr�anken
m�ussen.

6.5 Simulationen

Zun�achst soll in Simulationen �uberpr�uft werden, ob das vorgeschlagene System
die erwarteten Konvergenzeigenschaften aufweist. In Vorexperimenten zeigte sich,
da� die Fixpunktgleichungen (6.28) unabh�angig von der Temperatur in wenigen
Zyklen konvergieren. Das gilt auch f�ur den Fall von unsymmetrischen Kopplun-
gen. Bei einer hohen Temperatur konvergieren die Gleichungen zum Ursprung
Vi � 0. F�ur abnehmende Temperaturen nimmt die Norm der L�osungen zu, bis
eine Grenztemperatur erreicht wird. Dort sind Vi � 1 und die Werte bleiben kon-
stant. Man beobachtet in den Experimenten, da� die Grenztemperatur Tg mit
der Kopplungsst�arke korreliert ist (kWk=Tg konstant der Gr�o�enordnung 1). Dies
best�atigt das theoretische Resultat von Abschnitt 6.3.2. Es gibt eine Richtlinie
f�ur die Abk�uhlung des Systems. Man beginnt etwas oberhalb der Grenztempe-
ratur und k�uhlt allm�ahlich ab. In den Experimenten wurde bei einer Tempera-
tur von T = 1:0 begonnen und mit einem Abk�uhlungsfaktor von 0.85 auf eine
Endtemperatur von 0:001 abgek�uhlt. Prinzipiell mu� bei jeder Temperatur die
Fixpunktiteration bis zur Konvergenz durchgef�uhrt werden. Erst dann kann ei-
ne neue, niedrigere Temperatur eingestellt werden. Man erh�alt jedoch identische
Resultate, falls Abk�uhlung und Iteration der Fixpunktgleichungen gleichzeitig
durchgef�uhrt werden. Das bewirkt nat�urlich eine entscheidende Beschleunigung
des Relaxationsalgorithmus.

6.5.1 Zuordnung der Signale an die kontinuierlichen

Zust�ande

Eine kontinuierliche Abbildung erfordert mindestens zwei-dimensionale Rotoren.
Aufgrund der Normalisierungsbedingung (6.1) f�ur die Rotorzust�ande ben�otigt
man einen (d+1)-dimensionalen Rotor, um ein d-dimensionales Signal mit einem
einzigen Ausgabeelement zu repr�asentieren. Man kann aber auch n zweidimen-
sionale Rotoren verwenden, um ein n-dimensionales Ausgabesignal darzustellen.
F�ur die Eingabeelemente gilt diese Einschr�ankung nicht. Der Betrag der Koordi-
nate, die zur Normierung verwendet wird, ist durch die Normierungsbedingung
bestimmt. Das Vorzeichen kann frei gew�ahlt werden. Man legt sich hier in allen
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F�allen auf positive Werte fest. Diese Wahl ist zuf�allig und hat keinen Einu�
auf die Abbildung, die modelliert werden soll. Man bemerke, da� das vorliegende
Modell leicht auf ein System mit Rotoren verschiedener Dimensionen erweitert
werden kann.

In zwei einfachen Vorexperimenten wurden zweidimensionale Zust�ande ver-
wendet. Man best�atigte mit dem klassischen XOR-Problem die Funktionsf�ahig-
keit der Lerngleichungen und erh�alt �ahnliche Ergebnisse wie in der urspr�unglichen
Arbeit von Peterson und Anderson (1987). Weiter wurde die F�ahigkeit best�atigt,
eine einfache kontinuierliche Abbildung wie die Sinusfunktion zu lernen. Das Sy-
stem wurde mit 20 Datenpunkten trainiert und n�ahert die Funktion nahezu per-
fekt. ( 0.9% quadratischer Fehler auf den Lerndaten im Verh�altnis zum Fehler
der trivialen L�osung Vi = 0)

6.5.2 Eindimensionale, st�uckweise stetige Abbildung

Es soll die inh�arente F�ahigkeit des Systems, st�uckweise stetige Abbildungen zu
modellieren, erkl�art und demonstriert werden. Unstetigkeit bedeutet, da� an ei-
ner bestimmten Stelle eine kleine �Anderung in der Eingabe zu einer drastischen
�Anderung der Ausgabewerte f�uhrt. Man beobachtet das, falls das System f�ur
leicht ver�anderte Eingabewerte zu v�ollig neuen Fixpunkten konvergiert. Man er-
innere sich, da� eine Lyapunov-Funktion existiert und ein Fixpunkt als Minimum
eines Energietals verstanden werden kann. Die Fixpunktiteration ist �aquivalent
zu einem Gradientenabstieg auf dieser Energie�ache mit einer Schrittweite von
1:0. Dies wurde in Abschnitt 6.3 erkl�art. Die Eingabe wird w�ahrend der Rela-
xation konstant gehalten. Sie spielt die Rolle eines konstanten externen Feldes,
das die Energiefunktion parametrisiert. Die Energielandschaft h�angt also kon-
tinuierlich von der Eingabe ab. Beginnt die Relaxation bei stets der gleichen
Kon�guration der inneren und �au�eren Ausgabezust�ande, so wird sie immer zum
gleichen Fixpunkt konvergieren. �Andert sich die Eingabe ein wenig, so wird sich
die Lage des Fixpunktes, zu dem das System konvergiert, ebenfalls nur wenig
ver�andern. Das gilt unter der Voraussetzung, da� die Startkon�guration bei der
ge�anderten Eingabe weiterhin im gleichen Anziehungsgebiet dieses Fixpunktes
verbleibt. Andernfalls konvergiert das System zu einem v�ollig neuen Fixpunkt,
mit u.U. drastisch verschiedenen Ausgabewerten. Man erwartet also, da� das
System st�uckweise kontinuierliche Abbildungen verwirklichen kann. Tats�achlich
zeigt das System in Simulationen die Tendenz, st�uckweise stetige Abbildungen
zu erzeugen. Wie in n�achsten Beispiel demonstriert wird, kann die Lage der Un-
stetigkeit gelernt werden.

Es wird eine willk�urliche, st�uckweise stetige, eindimensionale Abbildung mit
einer Unstetigkeit am Ursprung als Zielfunktion gew�ahlt: f(x) = sig(x)exp(�jxj).
Abbildung 6.2 zeigt den quadratischen Fehler, der w�ahrend des Lernens auf-
genommen wurde. Die Lage der erzeugten Unstetigkeit h�angt emp�ndlich von
den Kopplungsst�arken ab. Das erkl�art die Ausschl�age des quadratischen Fehlers.
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Abbildung 6.1: Eine Rotor-Boltzmann-Maschine mit f�unf zweidimensionalen Ele-
menten (drei innere Rotoren, eine Ausgabe und eine Eingabe) wurde mit dem
Kriterium der minimalen relativen Entropie optimiert. Die abgebildete st�uckweise
stetige Funktion wird erfolgreich modelliert. \x" und \y" kennzeichnen jeweils ei-
ne Koordinate des Eingabe- bzw. des Ausgaberotors. Die zweite Dimension ergibt
sich gem�a� der Normierungsbedingung f�ur Rotoren.
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Abbildung 6.2: Entwicklung des quadratischen Fehlers w�ahrend des Lernens f�ur
das Beispiel der vorhergehenden Abbildung. Ein Zyklus bedeutet, da� man die
Lerngleichungen f�ur alle 50 vorgegebenen Datenpunkte berechnet. Die Kurven
zeigen den quadratischen Fehler f�ur die Trainingsdaten sowie den Generalisie-
rungsfehler f�ur Zwischenwerte, die nicht in den Trainingsdaten enthalten sind.
Nach 400 Zyklen erreicht man ein Fehler von 2.0%.
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F�ur einen Gradientenabstieg mit ausreichend kleiner Lernrate � sollte der Feh-
ler monoton absteigen. Um diese Ausschl�age zu kompensieren ohne die Lernge-
schwindigkeit zu kompromittieren, wurde die Lernratensteuerung von Silva und
L. (1990) verwendet. Das Ergebnis ist in Abbildung 6.1 zu sehen.

6.5.3 Modellierung einer st�uckweise stetigen Kontroll-

funktion

Eine interessante Anwendung f�ur die Modellierung von st�uckweise stetigen Funk-
tionen �ndet man bei Kontrollproblemen. Gelegentlich tri�t man auf das Pro-
blem, verschiedeneKontrollstrategien kombinieren zu m�ussen. Innerhalb verschie-
dener Bereiche des Raums, in dem das System gesteuert werden mu�, ist das
Kontrollsignal zumeist eine stetige Funktion des Systemzustands. An den Gren-
zen dieser Bereiche, an denen sich die Kontrollstrategie ver�andern soll, weist die
Kontrollfunktion Unstetigkeiten auf. F�ur diese Art von Kontrollproblemen ist die
Berechnung der Kontrollfunktion an einem bestimmten Punkt oftmals ein nume-
risch extrem aufwendiger Proze�. In Anwendungen, bei denen das Kontrollsignal
in Echtzeit zur Verf�ugung stehen mu�, w�unscht man sich daher eine Methode zur
Modellierung der st�uckweise stetigen Kontrollfunktion. Das Modell kann dann
schneller N�aherungswerte zur Verf�ugung stellen.

Hier wird ein Beispiel aus der Di�erenzialspiel-Theorie verwendet, das von
Breakwell (1977) vorgestellt wurde. Bei dem \cornered rat"-Problem stellt sich
folgende Aufgabe: Man stelle sich eine Maus vor, die versucht einer Katze zu
entweichen, indem sie in eines von zwei L�ochern in einem rechteckigen Spielfeld
gelangt. Etwas allgemeiner ausgedr�uckt, versucht die Maus ihre Lebenszeit zu
verl�angern. Wenn die Maus voraussehen kann, da� sie keines der zwei L�ocher
erreichen kann, so l�auft sie in die Richtung, bei der die Katze eine maximale
Zeit ben�otigt, sie zu fangen, also zu einer Spielfeldecke. Je nach aktueller Posi-
tion wird die Maus verschiedene Richtungen w�ahlen. Die optimalen Richtungen
werden in Abbildung 6.3 ersichtlich. Man m�ochte nun die entsprechende Kon-
trollfunktion f�ur die optimale Richtung in Abh�angigkeit zur aktuellen Position
modellieren. Es soll nicht das Optimalit�atsproblem an sich gel�ost werden. Es soll
nur die numerisch berechnete Kontrollfunktion modelliert werden. Gabler, Mies-
bach, Breitner, und Pesch (1993) berechnen die L�osung des Problems numerisch
mit dem sogenannten �Uberlebensmengen-Algorithmus. Tats�achlich sind die Rich-
tungen, die in Abbildung 6.3 abgebildet sind, aus dieser Arbeit entnommen. Die
gleiche st�uckweise stetige Funktion ist auch in Abbildung 6.4 zu sehen. Diese wird
als Zielfunktion f�ur das Lernen verwendet.

Es wurden vier innere, zweidimensionale Rotoren verwendet, zwei Einga-
beelemente f�ur die Position der Maus und ein Ausgaberotor, der direkt die
Kontrollrichtung angeben soll. Der Wertebereich der zwei Eingabekoordinaten
[0; 10] � [0; 6] wurde auf [�1;+1]� [�1;+1] linear transformiert. Als Trainings-
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Abbildung 6.3: Von Gabler et.al. (1993) berechnete Bahnen f�ur die Maus im \cor-
nered rat"-Di�erenzialspiel. Ausgehend von verschiedenen Positionen versucht ei-
ne Maus einer Katze zu entiehen, die in Position (10,3) sitzt. Die Mausl�ocher
sind bei (0,6) und (6,0).

daten wurden 13 � 21 Stichproben der Zielfunktion verwendet, die in Abbil-
dung 6.4 zu sehen sind. Nach 5000 Zyklen reduzierte sich der mittlere Win-
kelfehler auf 5:45o. Die resultierende Kontrollfunktion ist in Abbildung 6.5 zu
sehen und der resultierende verbleibende Fehler an den Trainingspunkten in
Abbildung 6.6. Die �Ubereinstimmung der Unstetigkeitsstellen ist au��allig. Zum
Vergleich wurde ein Standardnetzwerk, das Multi-Layer-Perceptron (MLP) von
Rumelhart et al. (1988), mit sieben inneren Neuronen und einer Ausgabe mit
sinusf�ormiger Aktivierungsfunktion trainiert. Nach 6000 Zyklen mit einem \on-
line"-Gradientenabstieg erreicht man einen mittleren Fehler von 16:28o. Das Re-
sultat ist in Abbildung 6.7 zu sehen. Basierend auf den gleichen Trainingsdaten
wurde auch ein Netzwerk mit normierten, radialen Basisfunktionen und linearem
Ausgabeelement trainiert (Moody und Darken, 1989). Das beste Resultat mit
einem mittleren Fehler von 9:19o erhielt man f�ur acht innere Neuronen und der
Initialisierung der Gewichte mit dem \K-nearest-neighbor"-Algorithmus gem�a�
(Moody und Darken, 1989; Duda und Hart, 1973). Vergleicht man Abbildun-
gen 6.5 und 6.7, so erkennt man die Schwierigkeit des MLP, die Unstetigkeiten
nachzubilden. Im Gegensatz dazu modelliert die Rotor-Boltzmann-Maschine die-
se problemlos.
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Abbildung 6.4: Von Gabler et.al. (1993) berechnete optimale Kontrollrichtungen
in Abh�angigkeit der Position der Katze. Die vertikale Achse repr�asentiert den
Winkel der Richtungen der vorhergehenden Abbildung. Die Pfeile zeigen auf die
Position der Mausl�ocher.
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Abbildung 6.5: Modell der Kontrollfunktion, die von der Rotor-Boltzmann-
Maschine nach 5000 Lernschritten mit einem abschlie�enden mittleren Fehler
von 5:48o erzeugt wurde.
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Abbildung 6.6: Verbleibender Fehler der Rotor-Boltzmann-Maschine. Lediglich
die genaue Lage der Unstetigkeit ist an manchen Stellen etwas verfehlt.
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Abbildung 6.7: Modell der Kontrollfunktion, die von einem Multi-Layer-
Perceptron nach 6000 Lernschritten mit einem abschlie�enden mittleren Fehler
von 16:28o erzeugt wurde.
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6.6 Mittelfeldgleichungen f�ur einfache konti-

nuierliche Zust�ande

Nachdem man dieses System kennengelernt hat, stellt sich die Frage, ob man
die mehrdimensionalen Rotoren wirklich ben�otigt. Prinzipiell lassen sich auch
eindimensionale, kontinuierliche, stochastische Elemente de�nieren. Es ist denk-
bar, mit der Mittelfeldn�aherung deterministische Gleichungen der Mittelwerte zu
erhalten. Die Mittelfeldn�aherung st�o�t hier aber auf ein analytisches Problem.
Beschr�ankt man den Zustandsraum � nicht, so hat man keine Garantie f�ur die
Beschr�anktheit des Integrals der Zustandssumme. Man kann nun den Zustands-
raum ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit auf si 2 [�1;+1] limitieren.6 Der
gesamte Zustandsraum aller si ist jetzt � = [�1;+1]n. Die Zustandssumme wan-
delt sich bei Einf�uhrung der Mittelfeldvariablen vi und ui wie folgt um,

Z =
Z
�
e��E(s)ds /

Z
<n

Z
<n

dvdue�
1

T
E(v)�v�u+

P
i
lnF (ui)

wobei sich f�ur die Integration von s in � folgendes ergibt:

F (u) = ln
Z
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�����
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�1
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2 sinh(u)

u

!

Die Ableitungen der e�ektiven Energie nach vi und ui ergeben die entspre-
chenden Sattelpunktsgleichungen

vi = f

 
� 1

T

@E(v)

@vi

!

f(u) =
1

tanh(u)
� 1

u

Diese Gleichungen sind qualitativ gleich dem Resultat mit bin�aren Spin-
Zust�anden (3.7). Lediglich die Aktivierungsfunktion f(u) ist verschieden. Sie
hat aber nach wie vor die sigmoide Struktur des Tangens hyperbolicus. F�ur die
Grenztemperatur T ! 0 liefert eine Fixpunktiteration nur zwei m�ogliche stabile
L�osungen f�1;+1g. Das bedeutet allerding nicht, da� es keine anderen reellwer-
tigen L�osungen gibt. Im bin�aren Fall hatten diese L�osungen nur keine sinnvolle
Bedeutung. Nichtsdestotrotz ist dieses Resultat nicht praktikabel, da keine ein-
fachen rekursiven Gleichungen zur Berechnung der kontinuierlichen L�osung mehr
gegeben sind.

6Dies wurde in einem pers�onlichen Gespr�ach von Sompolinsky (1994) vorgeschlagen.
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6.7 Schlu�folgerungen

Das Ziel dieses Kapitels war die Formulierung eines kontinuierlichen Systems, das
die Umsetzung eines informationstheoretischen Lernkriteriums, wie das der mini-
malen relativen Entropie, erlaubt. Die Boltzmann-Verteilung erm�oglicht das, in-
dem sie einen expliziten, analytischen Ausdruck f�ur die Wahrscheinlichkeitsdichte
von kontinuierlichen Zust�anden angibt. Die f�ur den kontinuierlichen Fall extrem
aufwendige stochastische Dynamik wird umgangen, indemman eine deterministi-
sche Dynamik f�ur die Mittelwerte ableitet. Die zugrundeliegende Mittelfeldtheo-
rie zwingt jedoch zur Betrachtung mehrdimensionaler Zust�ande. Man erh�alt eine
kontinuierliche Erweiterung der deterministischen Boltzmann-Maschine. Die Ar-
beit in diesem Kapitel verallgemeinert �ahnliche zweidimensionale Modelle auf be-
liebige Dimensionen. Die Konvergenzeigenschaften dieses neuen Modells wurden
genauer untersucht und in Experimenten veri�ziert. Trainiert man das System
mit dem Kriterium der minimalen relativen Entropie, so kann es zur Funktionen-
approximation verwendet werden. Insbesondere zeigt dieses System die F�ahigkeit
st�uckweise stetige Funktionen zu modellieren.

Leider lassen sich die Lerngleichungen, die mit den Kriterien der maximalen
Transinformation und der minimalen gemeinsamen Information f�ur eine konti-
nuierliche Boltzmann-Maschine ableitbar sind, nicht praktikabel umsetzen. Die
Boltzmann-Maschine war bis zu dieser Stelle n�utzlich, indem sie die klare Formu-
lierung von informationstheoretischen Lernkriterien als di�erenzierbare Kosten-
funktionen erlaubt hat. Die thermische Stochastik war dabei ein Schl�usselelement.
Gleichzeitig erschwert eben diese Stochastik die Umsetzung dieser Kriterien f�ur
kontinuierliche Signale. Im n�achsten Kapitel wird daher ein v�ollig neuer Ansatz
gew�ahlt. Man wird von vornherein nur ein deterministisches System zulassen und
keinen analytischen Ausdruck f�ur Wahrscheinlichkeitsdichten besitzen. Eine der
Hauptaufgaben ist dann, eine gute Sch�atzung der Entropien aus den gemessenen
Signalen zu gewinnen.
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Kapitel 7

Minimale gemeinsame

Information und

Volumenerhaltung

Annahmen und Zielsetzung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, un�uberwachtes Lernen f�ur kontinuierliche Signale
zu de�nieren.

F�ur diskrete Signale wurde bisher maximale Transinformation und minimale
gemeinsame Information an der Ausgabe vorgeschlagen. Es wurde ein probabili-
stisches System untersucht, welches die Ableitung von Lernkriterien in geschlosse-
ner Form erm�oglichte. Die Stochastik erschwerte andererseits die praktische Um-
setzung der gewonnenen Lernregeln. Daher konzentriert sich das folgende Kapitel
auf deterministische Transformationen von kontinuierlichen Signalen.

Es wird angenommen, da� das lernende System keinerlei Information �uber den
Ursprung der Signale hat. Insbesondere hat man keine Information �uber Signal-
oder Rauschstatistik. Bevor man ein Modell der Signaldichten gebildet hat, ist
es schwierig, Signal und Rauschen voneinander zu trennen. Dem verwendeten
deterministischen System wird daher die Aufgabe gestellt, die Information des
Eingabesignals vollst�andig auf die Ausgabe zu �ubertragen.

Wie in Abschnitt 7.1 diskutiert, ist die Transinformation f�ur eine deterministi-
sche kontinuierliche Abbildung kein geeignetes Ma�. Statt dessen verwendet man
hier das Prinzip der konstanten Informations�ubertragung, indem man lediglich
volumenerhaltende Transformationen zul�a�t. Es werden mehrere volumenerhal-
tende, adaptive, konnektionistische Abbildungen vorgestellt. Merkmalsextraktion
wird auch f�ur kontinuierliche Signale durch minimale gemeinsame Information an
der Ausgabe verwirklicht. Die konstante Informations�ubertragung erlaubt dabei
eine entscheidende Vereinfachung der Optimierungsaufgabe.

Die Hauptschwierigkeit ist nun die Messung der Entropien an den einzelnen
Ausgabekoordinaten, da kein analytischer Ausdruck f�ur die Signalverteilungen
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vorliegt. Hierzu werden mehrere N�aherungsmethoden vorgestellt, die gemessene
Kumulanten der Signalverteilung verwenden.

Das vorgestellte System kann zur Dichtesch�atzung und insbesondere zur De-
tektion unerwarteter Ereignisse verwendet werden. Man wendet diese Methode im
Fall des technologischen Problems der Fehlervorhersage bei der automatisierten
�Uberwachung von Elektromotoren an.

Verwandte Fragestellungen

Bevor dieses Konzept entwickelt wird, soll die relevante Literatur aus verwandten
Forschungsgebieten vorgestellt werden.

Die Aufgabe der Merkmalsextraktion ist eng mit der linearen Hauptkompo-
nentenanalyse (PCA) verwandt. Das Ziel der klassischen PCA ist es, Merkmale
linear zu dekorrelieren, indem die Koordinaten des Merkmalsraums rotiert wer-
den. In den Arbeiten �uber Neuronale Netze gibt es zahlreiche Ver�o�entlichungen,
die sich mit der linearen PCA besch�aftigen. Der gr�o�te Teil dieser Arbeiten zeigt,
wie verschiedene konnektionistische Strukturen PCA verwirklichen und wie diese
aus informationstheoretischen Prinzipien abgeleitet werden k�onnen. Letztere sind
insbesondere wichtig, um ein Verst�andnis �uber die verschiedenen Lernalgorithmen
zu gewinnen. Die Ergebnisse sind allerdings auf normalverteilte Eingabesignale
beschr�ankt.

Unabh�angig voneinander zeigen Baldi und Hornik (1989) und Bourlard und
Kamp (1988), da� Back-Propagation in einem linearen Autoassoziationsnetz in
der inneren Schicht eine orthogonale Projektion der Eingabesignale auf einen
Unterraum generiert. Dieser Unterraum wird von den Eigenvektoren der er-
sten Hauptkomponenten der Autokorrelationsmatrix der Eingabedaten aufge-
spannt. Oja (1989) formuliert eine Hebb'sche Lernregel, die die ersten Haupt-
komponenten extrahiert und zu einer orthogonalen Transformation f�uhrt. Rub-
ner und Tavan (1989) zeigen, da� ein Netzwerk mit linearen Neuronen in der
Lage ist, eine Hauptkomponentenanalyse durchzuf�uhren. Das Netz verwendet
dabei eine Hebb'sche Lernregel f�ur die Eingabe-/Ausgabe-Kopplungen und ei-
ne Anti-Hebb'schen Lernregel f�ur die lateralen Kopplungen zwischen den Aus-
gabeneuronen. Ein �ahnliches Konzept wurde von F�oldi�ak (1989) vorgeschlagen.
Die Hebb'schen und Anti-Hebb'schen Lernregeln k�onnen auch aus informations-
theoretischen Kriterien abgeleitet werden (Linsker, 1988; Kuehnel und Tavan,
1990). Obradovic und Deco (1995) kombinieren Dekorrelation mit der allgemein-
sten Klasse von linearen, volumenerhaltenden und somit informationserhaltenden
Abbildungen. F�ugt man die Bedingung der Normerhaltung hinzu, so ergibt sich
eine Hauptkomponentenanalyse. In einer parallelen Arbeit formulieren Deco und
Brauer (1994) das Prinzip der minimalen gemeinsamen Information f�ur beliebi-
ge Signaldichten als eine spezielle Form der Diagonalisierung von multivariaten
Momenten h�oherer Ordnung. Sie schlagen dabei eine bestimmte Klasse von nicht-
linearen volumenerhaltende Abbildungen vor. Die Berechnung und Optimierung
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von multi-variaten Momenten h�oherer Ordnung ist allerding numerisch sehr auf-
wendig.

In der j�ungsten Literatur der Signalverarbeitung wurde das hiermit eng ver-
wandte Problem der \blind separation of sources" h�au�g behandelt. Man will
dabei statistisch unabh�angige Signale rekonstruieren, die zuvor linear �uberlagert
wurden. In einer hervorragenden Arbeit formalisiert Comon (1994) die lineare un-
abh�angige Komponentenanalyse (\Independent Component Analysis" kurz ICA),
die er in (Comon, Jutten, und Herault, 1991) einf�uhrte. W�ahrend in der PCA
lediglich versucht wird, Signale zu dekorrelieren, m�ochte man in der ICA stati-
stisch unabh�angige Signale gewinnen. Lediglich im Fall normalverteilter Signale
sind beide Kriterien gleichbedeutend. Comon beschr�ankt sich auf lineare Trans-
formationen, l�ost aber das Problem f�ur nicht normalverteilte Signale, indem er die
gemeinsame Information mit Kumulanten h�oherer Ordnung n�aherungsweise mi�t.
In der vorliegenden Arbeit werden Korrekturen zu diesen Entropiemessungen vor-
geschlagen. Die bisher zu diesem Thema im nichtlinearen Fall ver�o�entlichten
Arbeiten sind entweder von sehr eingeschr�ankter G�ultigkeit oder mangelhafter
theoretischer Grundlage (Karhunen und Joutsensalo, 1994; Bell und Sejnowski,
1995; Burel, 1992). Schlie�lich kann noch die Arbeit von Hastie und Stuetzle
(1989) erw�ahnt werden, die einen statistischen Algorithmus zum Au�nden von
Hauptkurven (\Principal Curves") vorstellt. Dieser Algorithmus liefert allerdings
keine analytische Darstellung der gefundenen Kurven.

So werden in diesem Kapitel zwei Verallgemeinerungen der PCA vorgenom-
men. Statt Dekorrelation wird statistische Unabh�angigkeit mittels minimaler ge-
meinsamer Information verwirklicht. Zur Messung der gemeinsamen Information
wird dabei Statistik h�oherer Ordnung verwendet, um auch nicht normalverteil-
te Signale zuzulassen. Soweit entspricht das der linearen ICA. Dar�uber hinaus
werden statt Rotationen nichtlineare, volumenerhaltende Transformationen be-
trachtet.

7.1 Konstante Informations�ubertragung

Man sollte zun�achst die De�nitionen der Entropie, Transinformation und gemein-
samen Information im Kontinuierlichen �uberpr�ufen.

Die Entropie (2.2) einer diskreten Verteilung ist stets positiv, somit nach unten
beschr�ankt. Die Entropie einer Dichte (2.9) allerdings kann auch negativ sein und
hat keine untere Grenze. Im Gegensatz zum diskreten Fall �andert eine beliebige
Skalierung einer Wahrscheinlichkeitsdichte die zugeh�orige Entropie. Etwas allge-
meiner l�a�t sich das durch die nachfolgende Ungleichung formulieren. Betrachtet
man eine beliebige Abbildung y = f(x) im <n, so transformiert die Entropie
H[p(x)] des Eingaberaums zur Entropie des Ausgaberaums H[p(y)] durch (siehe
Papoulis, 1991)
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H[p(y)] � H[p(x)] +
Z
<n

p(x) ln

�����@y@x
����� (7:1)

Ist f(x) umkehrbar, so gilt die Gleichheit. Der zweite Term stellt das Mittel
�uber den Logarithmus der Jacobideterminante j@y=@xj der Abbildung f(x) dar.
Ist die Jacobideterminante stets gleich Eins (d.h. die Abbildung ist volumenerhal-
tend), so verschwindet dieser Term. Die Entropien der Ein- und Ausgabedichten
sind dann gleich. Andernfalls generiert oder vermindert die Abbildung Informa-
tion, wenn auch nur durch einfache Skalierung der Koordinaten. Diese �Anderung
des Informationsgehaltes aufgrund einer Volumenzerrung folgt aus der Normie-
rungsbedingung einer Wahrscheinlichkeitsdichte und ist nicht von Bedeutung.
Man m�ochte Volumenzerrung daher vermeiden.

Im kontinuierlichen Fall ist es zudem notwendig, das Kriterium der maxima-
len Transinformation zu �uberdenken. Die De�nition der Transinformation einer
kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsdichte p(x;y) ist analog zu (2.4),1

I[p(x;y)] = H[p(y)] +H[p(x)]�H[p(x;y)] (7.2)

= H[p(y)]�H[p(yjx)] (7.3)

W�ahrend die Transinformation im diskreten Fall beidseitig beschr�ankt ist,
gilt das im Kontinuierlichen nicht mehr. F�ur eine deterministische Abbildung ist
sogar H[p(y = f(x)jx)] = �1. L�a�t man allerdings ein verschwindend kleines
additives Rauschen in der Abbildung zu, so ist H[p(yjx)] nach unten beschr�ankt.
Man kann bei festem Rauschen diesen Term als konstant betrachten und zur Ma-
ximierung der Transinformation auf die Maximierung der Entropie H[p(y)] der
Ausgabedichte konzentrieren. Im wesentlichen handelt es sich hier wieder um das
bekannte \Infomax"-Prinzip. Dies wurde unter anderem von Nadal und Parga
(1994), Atick (1992) oder Bell und Sejnowski (1995) vorgeschlagen. Die Schwie-
rigkeit der Skalierungsabh�angigkeit der Entropie wird dort durch Fixierung einer

1Die De�nition (7.3) wird oft auch als Informationszuwachs einer Messung verstanden. Man
interpretiert dabei die Zufallsvariable y als einen gemessenen, mit Rauschen behafteten Wert
einer zugrundeliegenden tats�achlichen Gr�o�e x. Der erste Term H[p(y)] gibt die Entropie der
gemessenen Variablen an, d.h. die Ungewi�heit �uber den Ausgang der Messung. Der zweite
Term H[p(yjx)] gibt die Ungewi�heit �uber den zu messenden Wert y an, falls x vorgegeben
ist. Dieser letzte Ausdruck gibt im wesentlichen die Ungewi�heit an, die durch die Me�unge-
nauigkeit eingef�uhrt wird. W�are man in der Lage, eine kontinuierliche Variable mit beliebiger
Genauigkeit zu messen, so w�urde diese Messung unendlich viel Information enthalten. Dies gibt
dem oben angesprochenen Grenzwert eine anschauliche Bedeutung. Es sei noch hinzugef�ugt,
da� diese De�nition nicht die Skalierungsabh�angigkeit der Entropie (2.9) besitzt, da die Dif-
ferenz der Entropien den Skalierungsterm eliminiert. Aus diesen Gr�unden wird (7.3) oft als
die angemessene De�nition der Information einer kontinuierlichen Zufallsvariablen betrachtet.
Diese De�nition beinhaltet allerdings den Me�proze�, von dem man zumeist keine einfache
analytische Beschreibung hat und der hier als unbekannt vorrausgesetzt wurde.
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Skala �uberbr�uckt, indem die Abbildungen auf einen bestimmtenWertebereich be-
schr�ankt werden. In einem biologischen System mag die Annahme von additivem
Rauschen und einer beschr�ankten Dynamik der Abbildung zutre�end sein. Hier
werden diese Elemente aber lediglich zur �Uberbr�uckung analytischer Probleme in
der De�nition der Transinformation im Kontinuierlichen eingef�uhrt.

Es wurden f�ur diesen Abschnitt zwei Vorgaben gew�ahlt: es soll eine deter-
ministische Abbildung betrachten werden und es ist kein a priori Wissen �uber
die Signal- oder Rauschdichte gegeben. In Anbetracht dieser Vorgaben wird hier
ein neues Konzept vorgeschlagen. Man erachtet die Signale als virtuell rauschfrei.
Die Skalierungsabh�angigkeit der Entropie und die Unbeschr�anktheit der Trans-
information einer deterministischen Abbildung erfordern, da� das Konzept der
maximalen Transinformation mit dem Konzept der konstanten Informations�uber-
tragung ersetzt wird. Die Information der Eingabesignale soll konstant auf die
Ausgabe abgebildet werden:

H[p(x)] = H[p(y)] (7:4)

Wie man in Ungleichung (7.1) erkennt, ist Bedingung (7.4) erf�ullt, falls die
Abbildung volumenerhaltend ist:

�����@y@x
����� = 1 (7:5)

Es sei angemerkt, da� die Rotation, die in der Hauptkomponentenanaly-
se verwendet wird, ein Spezielfall der volumenerhaltenden linearen Abbildun-
gen ist (Obradovic und Deco, 1995). Man interessiert sich in dieser Arbeit f�ur
nichtlineare, adaptive Transformationen, die Bedingung (7.5) strikt erf�ullen. In
den n�achsten drei Abschnitten werden einige M�oglichkeiten hierf�ur vorgestellt.
Zun�achst werden die symplektischen Abbildungen - eine Klasse von volumener-
haltenden nichtlinearen Transformationen (Abraham und Marsden, 1978) - be-
handelt. Es werden implizite und explizite De�nitionen von symplektischen Funk-
tionen betrachtet. Indem man adaptive konnektionistische Strukturen in deren
De�nitionen einf�uhrt, erh�alt man Architekturen, die man als r�uckgekoppelt bzw.
als vorw�arts vermittelnd verstehen kann. Eine weitere Klasse von vorw�arts ver-
mittelnden Transformationen, diesmal mit dreiecksf�ormigen Jacobideterminan-
ten, wird in Abschnitt 7.1.3 vorgeschlagen.

7.1.1 Implizite symplektische Abbildung

Die symplektischenAbbildungen wurden imZusammenhangmit der Theorie mul-
tivariater Funktionen erstmalig von Siegel (1943) eingef�uhrt. Sie basieren auf der
symplektischen Geometrie in einem gerade-dimensionalen Raum. In der symplek-
tischen Geometrie entsprechen gewisse Fl�achenelemente einer L�ange im Euklidi-
schen Raum. Transformationen, die diese Fl�achenelemente erhalten, bezeichnet
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man als symplektisch. Symplektische Transformationen erhalten auch das Volu-
men. Die Umkehrung gilt allerdings nicht, d.h. Volumenerhaltung ist nicht hin-
reichend f�ur Symplektizit�at.

Es sollen hier zun�achst die impliziten symplektischen Abbildungen betrachtet
werden. Eine interessante und f�ur unsere Zwecke wichtige Tatsache ist, da� jede
nicht reektierende2, symplektische Abbildung implizit durch eine skalare Funk-
tion S(z) ausgedr�uckt werden kann, und auch umgekehrt de�niert jede skalare
Funktion S(z) eine symplektische Abbildung y = f(x) im Rn:

y = x+ J
@

@z
S
�
x+ y

2

�
J =

"
0 �I
I 0

#
= �J�1 (7.6)

wobei I die Einheitsmatrix in Rn=2 darstellt. Der Gradient bezieht sich auf das
Argument z = (x+y)=2 von S(z). Man beachte, da� eine quadratische Funktion
S(z) in (7.6) zu einer linearen Transformation f�uhrt.

F�ur den Beweis der Volumenerhaltung der Abbildung (7.6) konsultiere man
die mathematische Literatur zu den symplektischen Transformationen. 3

Parametrisierung mit adaptiver Netzstruktur

Es wird f�ur die skalare Funktion S(z) ein dreischichtiges Multi-Layer-Perceptron
(Rumelhart et al., 1988) mit einem linearen Ausgabeelement verwendet. Die-
se adaptive Struktur hat sich als allgemeiner Funktionsapproximierer bew�ahrt
(Hornik, Stinchcombe, und White, 1989). Man erh�alt dadurch eine allgemeine
symplektische Transformation:

y = x+ J @
@z
S
�
x+y
2
;w;W

�

S(z;w;W ) = w � g(Wz)

(7:7)

Die generierende Funktion S(z;w;W ) ist jetzt mit den Kopplungskoe�zien-
ten w 2 Rm und W 2 Rm � Rn parametrisiert. Damit J in (7.6) wohl de�niert
ist, mu� n eine gerade Zahl sein. Das ist keine entscheidende Einschr�ankung, da
man jederzeit eine neutrale Dimension hinzuf�ugen kann. Die Aktivierungsfunk-
tion g wirkt auf jede Komponente des Vektors Wz und kann wie �ublich als eine
sigmoide Funktion gew�ahlt werden.

2Eine Transformation y = f (x) bezeichnet man als nicht reektierend, falls det
�
I � @f

@x

�
6=

0, d.h. wenn die Jacobideterminante von f (x) keine Eigenwerte �1 besitzt.
3Die Darstellung (7.6) der symplektischen Abbildung ist ein Spezialfall der Theorie der

generierenden Funktionen, die in voller Allgemeinheit von Feng und Qin (1985) entwickelt
wird. Ein Beweis der Darstellung (7.6) und eine Diskussion �uber ihre Rolle in der numerischen
Integration von Hamiltonschen Systemen kann man in (Miesbach und Pesch, 1992) �nden.
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Numerische L�osung der impliziten Gleichungen

Nun will man f�ur eine Eingabe x die zugeh�orige Ausgabe y aus (7.7) berech-
nen. Es gibt verschiedene M�oglichkeiten die Gleichungen (7.7) zu l�osen. Der
schnellste Algorithmus w�are Newtons Nullstellensuche f�ur die Funktion F (y) =
�y+ x+ J@S((x+ y)=2)=@z. Eine andere naheliegende Methode w�are die Glei-
chungen (7.7) als Fixpunktiteration zu formulieren:

y(t+ 1) = x+ J
@

@z
S

 
x+ y(t)

2
;w;W

!
(7:8)

Schlie�lich k�onnte man auch Gradientenmethoden wie den konjugierten Gra-
dienten zur Minimierung von kF (y)k2 verwenden. All diese Verfahren sollten bei
y(0) = x starten, da dies zu den L�osungen f�uhren wird, die der identischen Abbil-
dung am \n�achsten" sind. Die Metrik, die den Begri� \N�ahe" de�niert, wird durch
(7.7) festgelegt und ist schwer zu analysieren. Die Iteration wird erfolgreich sein,
falls der angegebene Startpunkt im Anziehungsgebiet des Suchverfahrens liegt.
Im allgemeinen wird dieses Anziehungsgebiet kleiner sein f�ur zunehmende Di-
mension n und wachsendes kwk sowie f�ur wachsendes kWk, falls g eine monoton
steigende Funktion ist.

In Simulationen erwiesen sich Fixpunktiteration und konjugierte Gradienten-
methode als recht e�zient, w�ahrend Newtons NullstellensucheKonvergenzproble-
me aufweist. Die Fixpunktiteration konvergiert zumeist innerhalb 30 Iterationen
und ist daher schnell. Die Konvergenz versagt im Laufe des Lernens, falls die
Norm der Kopplungsst�arken zunimmt. Man beachte die Bedingung f�ur lokale
Konvergenz k@y(t + 1)=@y(t)k � 1. Die konjugierte Gradientenmethode kon-
vergiert zumeist innerhalb von 10 Iterationen, aber nicht notwendigerweise zum
gew�unschten globalen Maximum. Ein stabileres und global konvergentes Verfah-
ren ist das Homotopie-Verfahren (Stoer und Bulirsch, 1993). Man startet bei einer
bekannte L�osung und modi�ziert die nichtlinearenGleichungen graduell, w�ahrend
man aufeinanderfolgend die entsprechend neuen L�osungen �ndet. F�ur gew�ohnlich
beginnt man bei der identischen Abbildung und f�uhrt die Nichtlinearit�at graduell
mit einem Parameter � ein. In unserem Fall mu� man die L�osungen von

�y+ x+ �J
@

@z
S

 
x+ y(t)

2
;w;W

!
2

= 0 (7:9)

f�ur gegebenes � suchen. Beim Homotopie-Verfahren w�achst � = 0 ! 1 graduell
mit einer Schrittweite ��, w�ahrend man die L�osungen der j�ungsten Relaxation
y(1; �) als Startwerte y(0; �+��) der n�achsten Minimierung verwendet:

y(0; �+��) = y(1; �) (7:10)

Dieses Verfahren kann u.U. die Konvergenz des gesamten Suchverfahrens be-
schleunigen, da f�ur jeden neuen Parameterwert die L�osung von (7.9) in wenigen
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Iterationen gefunden wird. Das allm�ahliche Anwachsen der Nichtlinearit�at hilft
andererseits, im Anziehungsbereich der globalen L�osung zu verbleiben. Man ge-
winnt aber dadurch keine Garantie f�ur die Konvergenz der Verfahrens. Das Ver-
fahren kann auf einen Bifurkationspunkt sto�en und dem Pfad der degenerieren-
den L�osung folgen, d.h. die L�osung entwickelt sich zu einem relativen Minimum.
F�ur den Lernproze� hat man ein nat�urliches Verfahren, um im Anziehungsgebiet
der globalen L�osung zu verbleiben. Man folgt den L�osungen von (7.9) f�ur � = 1,
w�ahrend man die Kopplungsparameter allm�ahlich gem�a� der Lernregel adaptiert.
Die Rolle von � wird jetzt von w und W �ubernommen. Man beginnt die Suche
der L�osung von (7.9) mit neuen Kopplungsst�arken (w +�w;W +�W ) bei den
vorhergehenden L�osungen y(1;w;W ):

y(0;w +�w;W +�W ) = y(1;w;W ) (7:11)

Dieses Homotopie-Verfahren wurde f�ur das Lernen verwendet, da ein nat�urli-
cher Zugang zum Pfad der Kopplungsst�arken vorliegt. Das erste Homotopie-
Verfahren wird statt dessen f�ur Datenpunkte, die nicht zum urspr�unglichen Satz
von Lerndaten geh�oren, ben�otigt.

Optimierung der adaptiven symplektischen Abbildung

F�ur das Optimieren der symplektischen Abbildung wird ein Gradientenverfahren
verwendet. Das macht insbesondere Sinn, falls der Gradient der zu optimierenden
Kostenfunktion bez�uglich der Adaptionsparameter leicht zu berechnen ist. Ent-
sprechend der Kostenfunktion (7.28), die in Abschnitt (7.2.1) noch vorgestellt
wird, ben�otigt man die Ableitungen der Ausgabekoordinaten nach den Adapti-
onsparametern, die hier generisch mit p bezeichnet werden:

�p = � �

2

@

@p

D
ky � hyi k2

E
= ��

 *
y � @y

@p

+
� hyi �

*
@y

@p

+!
(7:12)

Der Parameter p repr�asentiert die Komponenten von w bzw. W . Wie �ublich
wurde eine Schrittweite � eingef�uhrt. Leitet man die implizite Gleichung (7.7)
nach den Parametern ab, so erh�alt man

@y

@p
= �J�1

0
@ @2S

@z@z

�����x+y
2

@y

@p
+

@2S

@z@p

�����x+y
2

1
A (7:13)

Hier ist @2S=@z2 die Hessematrix von S(z) an der Stelle z = (x + y)=2. Dieses
lineare Gleichungssystem liefert die ben�otigte Ableitung bei gegebenen x und y.
Die expliziten Ableitungen der generierenden Funktion werden hier ausgelassen,
da sie keine besondere Einsicht in das Verfahren geben und daher die Darstellung
nur unn�otig erschweren.

89



Hier wurde der Gradient f�ur die Kostenfunktion (7.28) angegeben. Tats�achlich
sind das auch die Gleichungen, die in den Experimenten zu Abschnitt 7.2.1 ver-
wendet werden, sowie auch bei den Anwendungen der entsprechenden Kosten-
funktion in den Abschnitten 7.3, 7.3.2 und 7.3.3. Prinzipiell wird sich jede Ko-
stenfunktion, die als Funktion der Ausgabekoordinaten analytisch gegeben ist,
auf diese Weise ableiten lassen.

Die numerische Komplexit�at zur L�osung von (7.7) ist der Ordnung O(nmt),
wobei t die Anzahl Iterationen benennt, die man bis zur Konvergenz ben�otigt.
In der Praxis sind das 10 < t < 200. Die numerische Komplexit�at zur L�osung
von (7.13) f�ur alle n2 +m Parameter und das Produkt in (7.12) ist der Ordnung
O((n2 +m)(1 + n+ n2=2) + n3). Man k�onnte an N�aherungen von (7.12) denken,
mit dem Ziel die Parameter nach jedem der N Datenpunkte zu adaptieren. Es
wird hier der Einfachheit halber der exakte Gradientenabstieg durchgef�uhrt, was
einen zus�atzlichen Faktor von N impliziert.

7.1.2 Explizite symplektische Abbildung

Wie man sehen konnte, f�uhrt die implizite De�nition der symplektischen Funktion
zu einem aufwendigen und numerisch kostspieligen Verfahren. F�ur die Berechnung
eines jeden Funktionswertes ist die Relaxation eines nichtlinearen Gleichungssy-
stems notwendig. Es kann als r�uckgekoppeltes Relaxationsnetzwerk verstanden
werden. In der Praxis ist man bei diesem Ansatz auf Abbildungen von nicht mehr
als 10 Dimensionen beschr�ankt.

Hier soll nun eine explizite De�nition einer symplektischen Funktion vorge-
stellt werden, die uns zu einer volumenerhaltenden, vorw�arts vermittelnden und
somit e�zienten Abbildung f�uhren wird. Zu diesem Zwecke denke man sich den
Eingabe- und Ausgaberaum in zwei Teilr�aume getrennt, d.h. x = (x1;x2) und
y = (y1;y2), wobei x1;x2;y1;y2 2 <n=2.

y1 = x1 � @P (x2)

@x2
; y2 = x2 +

@Q(y1)

@y1
: (7.14)

Die funktionale Abh�angigkeit der Ausgabe von der Eingabe wird in Abbil-
dung 7.1 verdeutlicht. Es k�onnen zwei skalare Funktionen P : <n=2 7! < und
Q : <n=2 7! < frei gew�ahlt werden. Man beachte wieder, da� f�ur quadratische
generierende Funktionen Gleichung 7.14 eine lineare Transformation ergibt. Man
verwendet f�ur diese skalaren generierenden Funktionen wieder ein dreischichtiges
MLP mit nichtlinearen inneren Elementen und jeweils einer linearen Ausgabe:

p(x2) = w2 � g(W2x2) ; Q(y1) = w1 � g(W1y1) (7.15)

Die skalaren Funktionen P und Q sind nun mit den Kopplungsst�arken
w1;w2 2 Rm und W1;W2 2 Rm � Rn=2 parametrisiert. Die nichtlineare Akti-
vierungsfunktion g der inneren Elemente wirkt auf jede Komponente des Vektors
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Abbildung 7.1: Links: Struktur der expliziten symplektischen Abbildung. Die
Gr�o�en x1;x2;y1;y2 sind hier vektorwertig. Rechts: Zwei aufeinanderfolgende
explizite symplektische Abbildungen. Die gesamte Transformation ist weiterhin
volumenerhaltend. P und Q k�onnen beliebige skalare Funktionen sein. Hier wer-
den daf�ur dreischichtige MLP mit nichtlinearen inneren Elementen und einer
linearen (skalaren) Ausgabe verwendet.
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W1y1 und W2x2. Sie kann wie �ublich als sigmoide Funktion gew�ahlt werden.
Aufgrund der Struktur der Gleichungen h�angen die Ausgabekoordinaten y1 nur
additiv von den Eingabekoordinaten x1 ab. Um eine allgemeinere Abbildung zu
erhalten, wird eine weitere symplektische Transformation hinzugef�ugt.

z1 = x1 � @P1(x2)
@x2

; z2 = x2 +
@Q1(z1)
@z1

;

y1 = z1 � @P2(y2)
@y2

; y2 = z2 +
@Q2(z1)
@z1

:

(7:16)

Jetzt hat man f�ur jede Schicht je zwei skalare Funktionen. Das sind P1; Q1

und entsprechend P2; Q2, die analog zu Gleichung 7.16 de�niert werden (siehe
Abbildung 7.1). Die numerische Komplexit�at zur Auswertung dieser Abbildung
ist nun O(nm). Das ist wesentlich weniger als die r�uckgekoppelte Struktur, die im
vorhergehenden Abschnitt vorgeschlagen wurde (siehe Seite 90). Der numerische
Aufwand zur Auswertung der Funktion liegt nicht wesentlich �uber dem einer
linearen Abbildung. F�ur gew�ohnlich ist das O(n2).

Diese Abbildung wird in den Experimenten zum Abschnitt 7.2.2 eingesetzt.
Dort werden stochastische Optimierungsverfahren verwendet. Daher werden in
dieser Arbeit keine Gradienten der expliziten Abbildung ben�otigt. Die Berech-
nung von Gradientenausdr�ucken ist jedoch unproblematisch.

7.1.3 Dreiecksf�ormige Jacobimatrizen

In dieser Arbeit wurden adaptive, volumenerhaltende und somit informationser-
haltende Transformationen nur mit den symplektischen Transformationen imple-
mentiert. Es soll trotzdem eine weitere interessante volumenerhaltende Transfor-
mation vorgestellt werden.

Der Gradient in den symplektischen Abbildungen verkompliziert die Struktur
der Transformation. Hier wird eine Abbildung vorgeschlagen, die den Gradienten
vermeidet, indem eine bestimmte eingeschr�ankte Kopplungsstruktur verwendet
wird.

Die Struktur ist in Abbildung 7.2 dargestellt. Es sei g(y) eine Funktion im <n

mit einer Jacobimatrix L := @g=@y linker, unterer Dreiecksgestalt, d.h. Lij = 0
f�ur i � j. Entsprechend sei f(x) eine Funktion im <n mit R := @f=@x rechter,
oberer Dreiecksgestalt, d.h. Rij = 0 f�ur i � j. Folgende Transformation x 7! y

ist explizit und volumenerhaltend:

g(y) + y = x+ f(x) (7:17)

Beispielsweise f�ur n = 3 schreibt sich (7.17) genauer
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Abbildung 7.2: Struktur einer volumenerhaltenden expliziten Transformation mit
Dreiecksgestalt in den Jacobimatrizen @g=@y und @f=@x, hier f�ur n = 3 darge-
stellt.

y1 = x1 + f1(x2; x3)
y2 = g2(y1) + x1 + f2(x3)
y3 = g3(y1; y2) + x1 +

(7:18)

Diese Gleichungen de�nieren eine explizite Abbildung, da man, beginnend mit
der ersten Koordinaten y1 durch aufeinanderfolgendes Einsetzen von y1; ::; yi in
die Gleichung von yi+1, eine explizite Abh�angigkeit der Ausgabekoordinaten y

von den Eingabekoordinaten x erh�alt.
Die Volumenerhaltung erkennt man leicht, indemman die Jacobideterminante

von (7.17) wie folgt berechnet:

@g

@x
+
@y

@x
= I +

@f

@x
(7.19) 

@g

@y
+ I

!
@y

@x
= I +

@f

@x
(7.20)

jL+ Ij j@y=@xj = jI +Rj (7.21)

j@y=@xj = 1 (7.22)

Zun�achst wurde die De�nitionsgleichung (7.17) nach x di�erenziert. In der
vierten Zeile wurde zu beiden Seiten die Determinante angewendet. Die Matrix
jI+Rj und jL+Ij haben Dreiecksgestalt mit Diagonalelementen gleich Eins. F�ur
die Determinanten gilt: jI +Rj = jL+ Ij = 1.

Die generierenden Funktionen sind hier nicht mehr auf skalare Funktionen be-
schr�ankt. Man vermeidet auch die Komplikationen der Struktur, die durch einen
Gradienten hervorgerufen werden. Auch die willk�urlich erscheinende Trennung
des Raums, die f�ur die explizit symplektische Abbildung notwendig war, wird
hier vermieden. Die generierenden Funktionen g und f lassen sich vollkommen
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frei w�ahlen. Es k�onnen dadurch wieder adaptive, konnektionistische Strukturen
in die Abbildung eingef�uhrt werden.

Diese Transformation wurde, unabh�angig hiervon, etwas fr�uher von Deco und
Brauer (1994), Deco und Sch�urman (1994) auf einer andere Weise formuliert.
F�ur die generierende Funktion g(x) werden dort Polynome bis zur vierten Ord-
nung verwendet. Die Struktur, die sich dabei ergibt, ist f�ur die Modellierung von
zeitlichen Abh�angigkeiten interessant, falls man den Index der Koordinaten als
diskreten Zeitschritt interpretiert. Dabei wird L = 0 gesetzt. Die Dreiecksgestalt
von R bringt zum Ausdruck, da� die Ausgabe nur von den \fr�uheren" Eingabe-
koordinaten abh�angig ist.

7.2 Minimale gemeinsame Information im

Kontinuierlichen

Nachdemdie verschiedenen volumenerhaltendenAbbildungen vorgestellt wurden,
kann man sich jetzt auf das un�uberwachte Lernkriterium konzentrieren.

Es ist wichtig zu bemerken, da� f�ur die korrekte De�nition von Volumenerhal-
tung,im Eingabe- und Ausgaberaum die gleiche Dimension gew�ahlt werden mu�.
Das hei�t, man kann nicht ohne weiteres eine Dimensionsreduktion erzielen. Statt
dessen wird man eine neue Darstellung der Eingabedichte an der Ausgabe erzeu-
gen. Das Kriterium f�ur diese neue Darstellung soll wie im ersten Teil der Arbeit,
die Extraktion von statistisch unabh�angigen Merkmalen sein, also die Minimie-
rung der gemeinsamen Information in den Ausgabekoordinaten.

Man erinnere sich an die Ausf�uhrungen zur statistischen Unabh�angigkeit f�ur
diskrete Zufallsvariablen in Abschnitt 2.4. F�ur kontinuierliche Zufallsvariablen
y in Rn gelten die gleichen Aussagen. Von statistischer Unabh�angigkeit spricht
man, falls die gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsdichten p(y) faktorisieren,

p(y) =
nY
i

p(yi) (7:23)

Die De�nition der gemeinsamen Information basiert auf dieser De�nition von
Unabh�angigkeit. Wenn zwei Zufallsvariablen unabh�angig sind, so erwartet man,
da� sie keine gemeinsame Information tragen. Ein Ma�, das diesem gen�ugt, ist
die relative Entropie zwischen der Wahrscheinlichkeitsdichte zur rechten und zur
linken Seite von (7.23). Ist die Gleichung nicht g�ultig, so ergibt die relative Entro-
pie einen positiven Wert. Diesen de�niert man als die gemeinsame Information
MI[p(y)] der mehrdimensionalen Zufallsvariablen y

0 �MI[p(y)] = �H[p(y)] +
nX
i

H[p(yi)] (7:24)
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Man beachte, da� die Bedingung (7.23) erf�ullt ist, falls MI[p(y)] = 0 (Atick
und Redlich, 1992).

Wie verh�alt sich das nun zur linearen Dekorrelation, die in der Hauptkom-
ponentenanalyse verwendet wird? Im Fall von normalverteilten Eingabesignalen
erweist sich das Diagonalisieren der Korrelationsmatrix der Ausgabe als �aquiva-
lent zur Minimierung der gemeinsamen Information (Papoulis, 1991). F�ur all-
gemeine Dichten bedingt Dekorrelation keine statistische Unabh�angigkeit. Dies
wird insbesondere in dem Beispiel von Abschnitt 7.2.2 deutlich, bei dem Opti-
mierungskriterien mit Statistik zweiter Ordnug mit Kriterien h�oherer Ordnung
verglichen werden.

In dieser Arbeit wird also das allgemeinere Kriterium der minimalen gemein-
samen Information verwendet, indem man das mit dem Prinzip der konstanten
Informations�ubertragung kombiniert. Das ist also eine neue Version der Merk-
malsextraktion, so wie sie von Barlow (1959, 1989) vorgeschlagen wurde.

Um eine faktorielle Darstellung der Signaldichte an der Ausgabe zu �nden
benutzt man hier die gemeinsame Information (7.24) als Kostenfunktion. Da f�ur
volumenerhaltende Abbildungen H[p(x)] = H[p(y)] gilt, verbleibt lediglich die
Aufgabe der Minimierung der Entropien H[p(yi)] der einzelnen Koordinaten. Auf
diese Weise vermeidetman die kostenintensive Berechnung von Mehrkoordinaten-
statistik. Andererseits ben�otigt man einen analytischen Ausdruck oder zumindest
eine Messung der Entropien der einzelnen Koordinaten. Da man nur einen Satz
von Datenpunkten kennt, die gem�a� der Wahrscheinlichkeitsdichte gezogen wur-
den, bleibt das weiterhin eine schwierige Aufgabe. Hilfreich ist die Tatsache, da�
man eine einfache obere Grenze f�ur diese Entropien kennt.

7.2.1 Varianz als obere Grenze

Die explizite Messung der Entropie l�a�t sich mit Hilfe des zweiten Theorems von
Gibbs umgehen. Dieses Theorem gibt eine obere Grenze der Entropie als Funktion
der Varianz an. Die Minimierung der Entropien der Einzelkoordinaten H[p(yi)]
vereinfacht sich zur Minimierung der Varianzen der Ausgabekoordinaten �i. Be-
vor man zum Gibbs-Theorem �ubergeht, wird hier eine verwandte Ungleichung
abgeleitet.

MI[p(y)] = �H[p(x)]�
nX
i

Z
R
p(yi) ln p(yi) dyi (7.25)

� �H[p(x)]�
nX
i

Z
R
p(yi) ln g(yi) dyi (7.26)

= �H[p(x)] +
n

2
ln(2�) +

1

2

nX
i

Z
R
p(yi)(yi � hyii)2 dyi (7.27)

= �H[p(x)] +
n

2
ln(2�) +

1

2

D
kyi � hyiik2

E
(7.28)
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wobei das Mittel gegeben ist durch hyii = R
R p(yi) yi dyi. Die Ungleichung in (7.26)

verwendet die Tatsache, da� die relative Entropie zweier Dichten stets positiv oder
Null ist. In diesem Fall sind es p(yi) und g(yi), wobei man eine Normalverteilung
g(y) = 1=

p
� exp(�(y� hyi)2) gew�ahlt hat. Die zwei ersten Terme in (7.27) sind

konstant. D.h. f�ur konstante Informations�ubertragung kann man das Problem
der Faktorisierung auf die Minimierung der Varianzen der Ausgabekoordinaten
reduzieren. Man k�onnte auch Normalverteilungen g(yi) mit verschiedenen Vari-
anzen f�ur jede Koordinate verwenden, um genauer zu sein, die Varianzen der
Dichten p(yi). Das ist die Idee des Gibbs-Theorems, welches die Entropie der
Normalverteilung mit der Varianz von p(yi) als obere Grenze f�ur die Entropie
von p(yi) angibt. In diesem Fall ist die obere Grenze die Summe der Logarithmen
der Varianzen:

MI[p(y)] � �H[p(x)] +
n

2
ln(2�e) +

1

2

nX
i

ln
�Z

R
p(yi)(yi � hyii)2 dyi

�
(7:29)

Diese zwei verschiedenen Kostenfunktionen ergeben zwei leicht unterschiedli-
che Lernziele. Die direkte Summe der Varianzen in (7.27) beg�unstigt gleiche Va-
rianzen in den verschiedenen Ausgabekoordinaten. Die Summe der Logarithmen
der Varianzen in (7.29) hingegen bevorzugt keine spezielle Skalierung zwischen
den Varianzen. In allen Experimenten, die auf der Minimierung der Varianzen
basieren, hat man die Kostenfunktion (7.27) verwendet.

Es erscheint als eine starke Einschr�ankung, nur Momente zweiter Ordnung
f�ur die Minimierung der Entropie zu verwenden. Statt dessen m�ochte man auch
Momente h�oherer Ordnung miteinbeziehen, um so eine genauere Sch�atzung der
Dichte und somit der entsprechenden Entropie zu erhalten. Dieser Ansatz wird in
Abschnitt 7.2.2 behandelt. Aber zun�achst beschr�ankt man sich auf den numerisch
e�zienteren Ansatz.

Die Kostenfunktion (7.27) hat zudem eine n�utzliche Eigenschaft: Ist die volu-
menerhaltende Transformation y = f(x) exibel genug, so erzeugt diese Kosten-
funktion an der Ausgabe eine Normalverteilung. Das l�a�t sich mit dem folgenden
Variationsansatz beweisen. Angenommen, die verwendete Transformation ist in
der Lage, f�ur eine gegebene Eingabeverteilung beliebige Ausgabeverteilungen p(y)
zu generieren. In diesem Fall l�a�t sich die Kostenfunktion (7.27) als ein zu mini-
mierendes Funktional von p(y) betrachten. Man f�uhrt die Nebenbedingungen der
Norm

R
<n p(y) dy = 1 und der konstanten Information

R
<n p(y) ln p(y)dy = const

mit Lagrange-Parametern �1 und �2 ein. Das Funktional - nun J [p(y)] genannt -
ergibt sich zu:

J [p(y)] =
Z
<n

�
p(y) kyk2 + �1p(y) + �2p(y) ln p(y)

�
dy (7:30)

Die zugeh�orige Euler-Lagrange Gleichung ist dann
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kyk2 + �1 + �2(ln p(y) + 1) = 0 (7:31)

was zusammen mit der Normalisierungsbedingung eine symmetrische Normalver-
teilung ergibt:

p(y) =
1p
��2

e�kyk
2=�2 (7:32)

Die Normalverteilung ist daher optimal, und das Lernen wird versuchen, die
Eingabedichte in eine Normalverteilung zu verwandeln. Das wird f�ur die Dich-
tesch�atzung, die in Abschnitt 7.3 behandelt wird, n�utzlich sein.

Dieses Ergebnis soll an einem Experiment demonstriert werden. Als volu-
menerhaltende Abbildung wurde eine zweidimensionale, implizite, symplektische
Transformation verwendet. Die adaptive Netzwerkstruktur hat hier zwei innere
Knoten (n = 2, m = 2). Die Abbildung hat insgesamt sechs adaptive Kopplungs-
parameter w 2 <2 und W 2 <2 � <2. Man optimiert die Abbildung mit dem
Gradientenverfahren, das in Abschnitt 7.1.1 beschrieben wurde. Abbildung 7.3
zeigt das Resultat.

7.2.2 N�aherungen der Entropie mit Kumulanten

F�ur die G�ultigkeit dieses Ansatzes ist es allerding entscheidend, da� die Abbil-
dung y = f(x) in der Lage ist, die gegebene Eingabedichte p(x) in eine Nor-
malverteilung an der Ausgabe y zu transformieren. Ein einfaches - aber wich-
tiges - Gegenbeispiel ist die Gleichverteilung. Um eine Gleichverteilung in eine
Normalverteilung zu transformieren, mu� die Abbildung an den Grenzen der
Gleichverteilung unbeschr�ankt sein. Das widerspricht allerdings der Volumener-
haltung. Etwas allgemeiner ausgedr�uckt, wird eine volumenerhaltende Abbildung
nicht in der Lage sein, eine unstetige oder disjunkte Dichte in eine Normalver-
teilung zu transformieren. Das Versagen der Varianz als Ma� zur Bestimmung
statistischer Unabh�angigkeit erkennt man sehr leicht im Fall einer rotierten zwei-
dimensionalen Gleichverteilung (siehe 7.5). Die korrekte Transformation, die eine
statistische unabh�angige Darstellung dieser Dichte liefert, ist schlicht die Rota-
tion, die das Quadrat wieder in die achsenparallele Richtung bringt. Aber die
Varianzen, ja sogar die gesamte Kovarianzmatrix, sind unabh�angig von der Ori-
entierung der quadratischen Verteilung. Eine Kostenfunktion, die nur Statistik
zweiter Ordnung beinhaltet, wird keine faktorielle Darstellung �nden. An dieser
Stelle wird auch der Unterschied zwischen Hauptkomponentenanalyse und der
Analyse unabh�angiger Achsen (Comon et al., 1991) klar. Nur f�ur normalverteilte
Ausgabesignale sind diese beiden Ans�atze gleich.

Die Minimierung der Entropie mittels der Varianz erfa�t also keine Statistik
h�oherer Ordnung der Ausgabedichte. Das bedeutet keineswegs, da� die Eingabe-
dichte auf Statistik zweiter Ordnung beschr�ankt bleiben mu�. Um aber dar�uber
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Abbildung 7.3: Oben: Nichtlinear korrelierte Eingabedichte. Unten: Nach dem
Lernen wurde die Ausgabedichte zufriedenstellend in eine statistisch unabh�angige
Normalverteilung umgewandelt. Der Wert der Kostenfunktion wurde nach 300
Lernzyklen um 68% reduziert.
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hinaus Statistik h�oherer Ordnung an der Ausgabe zu betrachten, wird hier die
Edgeworth-Entwicklung zur Sch�atzung einer Wahrscheinlichkeitsdichte verwen-
det. Diese wurde im Kontext von statistischer Unabh�angigkeit durch lineare
Transformationen f�ur den Fall von nicht normalverteilten Signalen von Comon
(1994) vorgeschlagen.

Messung der Entropie mit Kumulanten h�oherer Ordnung

Die Entropie kann n�aherungsweise bestimmt werden, indem man me�bare Mo-
mente h�oherer Ordnung miteinbezieht. Comon (1994) schl�agt vor, die Edgeworth-
Entwicklung zu verwenden, da diese zu einem analytischen Ausdruck der Entropie
als Funktion von me�baren Kumulanten f�uhrt.

Zun�achst soll die De�nition von Momenten und Kumulanten angegeben wer-
den. Eine Dichtefunktion ist im Prinzip durch ihre Momentem� oder Kumulanten
c� festgelegt. Der Mittelwert m und die Varianz �2 entsprechen zum Beispiel der
ersten und zweiten Kumulanten (m = c1; �

2 = m2). F�ur eine Dichtefunktion mit
Mittelwert m = 0 sind die Momente gegeben durch:

m� =
Z 1

�1
y� dy (7:33)

Die Momente einer experimentell beobachteten Verteilung k�onnen durch Mit-
telung �uber gemessene Stichproben fy1; ::; yNg bestimmt werden:

m� � 1

N

NX
i=1

y�i (7:34)

Daher geben Momente einen einfachen Zugang zur Messung der Eigenschaften
einer beobachteten Verteilung. Die Kumulanten k�onnen als Funktion der Momen-
te der Verteilung ausgedr�uckt werden. Man beschr�ankt sich hier auf die ersten
f�unf Kumulanten. Wieder f�ur eine Dichtefunktion mit Mittelwert m = 0 schreibt
man:

c2 = m2 ; c3 = m3 ; c4 = m4 � 3m2
2 ; c5 = m5 � 10m3m2 (7:35)

Die Entwicklung von Edgeworth macht deutlich, da� sich eine Dichtefunktion
als Funktion ihrer Kumulanten formulieren l�a�t und somit durch diese festge-
legt wird. Edgeworth entwickelt den multiplikativen Korrektionsterm zur besten
Gau�'schen N�aherung in der orthogonalen Basis von Hermite-Polinomen h�(y).
Die Entwicklungskoe�zienten sind im wesentlichen die aus den Datenpunkten
ermittelten Kumulanten c� der Ordnung �, (siehe Kendall und Stuart, 1969).
Die Entwicklung f�ur eine Dichte mit Mittel m = 0 und Varianz �2 schreibt sich,
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Abbildung 7.4: Punktierte Linie: Simulierte Exponentialverteilung mit additi-
vem Gau�'schen Rauschen bei einer Stichprobengr�o�e von 1000. (Rauschvari-
anz/Abfallskonstante = 0.2). Gestrichelte Linie: Gau�'sche N�aherung, �aquivalent
zu Edgeworth-N�aherung in zweiter Ordnung. Durchgezogene Linie: Edgeworth-
N�aherung mit Termen bis zur vierten Ordnung.

p(y) = 1p
2��

e�
y2

2�2 f(y)

f(y) = 1 + c3
6�3h3(

y
�
) + c4

24�4h4(
y
�
) + c5

120�5h5(
y
�
) + :::

(7:36)

Bricht man diese Entwicklung bei einer bestimmtenOrdnung ab, so erh�alt man ei-
ne N�aherung pest(y), die auch negativeWerte annehmen kann. Abbildung 7.4 zeigt
einen Stichprobensatz einer Exponentialverteilung mit additivem Gau�'schem
Rauschen. Es wird die Edgeworth-N�aherung in zweiter und vierter Ordnung ge-
zeigt. Dieses Beispiel ist f�ur diese Entwicklung insbesondere problematisch, da bei
einer Exponentialverteilung Momente h�oherer Ordnung theoretisch ungebunden
sind.

F�ur manche Verteilungen nehmen die Terme mit steigender Ordnung ab.4

4Das gilt f�ur Gram-Charlier-Dichten vom Typ \A". Das sind Dichten, die vollkommen durch
ihre Momente determiniert sind. Eine Dichte mit exponentiellem Abfall gen�ugt dieser Bedin-
gung nicht . Abgesehen davon, sind gemessene Momente einer Ordnung h�oher als vier oft
unzuverl�assig auf Grund von Fluktuationen der Stichproben speziell f�ur kleine N .
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Mit dieser Begr�undung bricht Comon (1994) die Entwicklung 7.36 bei der vierten
Ordnung ab. Wenn man weiterhin den Logarithmus der Entropie in einer Potenz-
reihe entwickelt und einige Integrationsregeln f�ur Hermitepolynome verwendet,
gewinnt man eine N�aherung f�ur die Entropie, die nur noch von den me�baren
Kumulanten der Dichte abh�angt (Comon, 1994):

H[p(y)est] � 1

2
ln(2�e) + ln� � 1

12

c23
�6
� 1

48

c24
�8
� 7

48

c43
�12

+
1

8

c23
�6

c4
�4

(7:37)

Dieser Ausdruck kann direkt f�ur die Minimierung der Entropie in der De-
�nition der gemeinsamen Information (7.24) verwendet werden. Er erm�oglicht
die Verwendung von Gradientenmethoden f�ur die Optimierung der volumener-
haltenden Strukturen. Allerdings mu� dazu die Entwicklung (7.36) bei der vierte
Ordnung abgebrochen werden. Man ist somit auf Statistik vierter Ordnung be-
schr�ankt, die u.U. f�ur eine zufriedenstellende N�aherung nicht ausreichend sein
k�onnte.

Messung der Entropie durch Stichprobenmittelung

Die von Comon (1994) vorgeschlagene zus�atzliche N�aherung des Logarithmus ist
nur f�ur kleine Korrekturen der Gau�'schen Approximation zufriedenstellend, d.h.
f�ur f(y) � 1. F�ur Dichten mit Nicht-Gau�'schemAbfall ergeben sich betr�achtliche
Korrekturterme, die, wie oben angemerkt, sogar negativ sein k�onnen. In diesem
Fall versagt die N�aherung des Logarithmus vollkommen. Daher wird hier vorge-
schlagen, die Entropie direkt durch Mittelung des Logarithmus der gesch�atzten
Verteilung ln pest(y) �uber die Lerndaten zu bestimmen:

H[p(y)] � �
Z 1

�1
p(y) ln pest (y) dy � � 1

N

NX
i

ln pest (yi) (7:38)

wobei man die Dichte p(y) durch die an den Stichproben fy1; ::; yNg diskretisierte
Verteilung ersetzt hat.

p(y) � 1

N

NX
i=1

�(y � yi) (7:39)

Hier ist �(y) die Dirac'sche Punktdichte. Mit der Edgeworth-Entwicklung kann
man die Entropie in einen Entropieterm f�ur die Gau�'sche N�aherung und einen
Entropieterm f�ur den Korrekturterm f(y) trennen

H[p(y)] � 1

2
ln(2�e) + ln� � 1

N

NX
i

ln f(y) (7:40)
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Weiterhin l�a�t sich jetzt die in (7.36) abgebrochene Entwicklung pest korri-
gieren, indem man f�ur alle fest (yi) < 0, fest (yi) ! 0 setzt. F�ur die Messung
der Entropie gem�a� dieser Stichprobenmittelung gibt es im Prinzip keine Be-
schr�ankung auf eine bestimmte Ordnung. Man kann an dieser Stelle auch jede
andere, nicht-parametrischeDichtesch�atzung verwenden, z.B. Parson-Dichten, die
auf Momenten basieren. F�ur eine detailierte Diskussion �uber die Eigenschaften
von verschiedenen Sch�atzungsmethoden auf der Grundlage von Momenten und
Kumulanten siehe Kendall und Stuart (1969). Statt N�aherungen auf der Grund-
lage von Kumulanten zu betrachten, k�onnte man auch das Parzens-Sch�atzungs-
verfahren verwenden, (siehe Duda und Hart, 1973). Dieses nicht-parametrische
Verfahren ist insbesondere f�ur die F�alle interessant, bei denen nur ein kleiner
Stichprobensatz f�ur das Lernen vorliegt. Einerseits geben die gemessenen Kumu-
lanten f�ur kleine N die wahren Kumulanten nur ungenau wieder, andererseits
wird die Parzens-Sch�atzungsmethode rechnerisch zug�anglich.

Nummerischer Vergleich der Entropiemessungen

In Tabelle 7.1 werden die verschiedenen Ma�e f�ur die Entropie verglichen. Die
Werte in der Zeile \Partitionierung"werden durch Z�ahlen der n(i) Datenpunkte,
die in �aquidistante Intervalle i mit einer Breite �y fallen, bestimmt. Man sum-
miert �p(i)�y ln p(i) �uber alle Intervalle, wobei p(i)�y = n(i)=N . Das liefert im
Vergleich zu den theoretischen Werten nur f�ur relativ gro�e Stichprobenanzahl
N ein gutes Resultat. Diese Werte werden hier angegeben, um eine verl�a�liche-
re Sch�atzung der Entropie im Fall der Exponentialverteilung zu haben, bei der
Kumulantenmethoden im allgemeinen versagen. Die Resultate f�ur die Exponenti-
alverteilung weisen auf die Schwierigkeit der von Comon (1994) vorgeschlagenen
Messung hin, w�ahrend die Messung, die in 7.40 vorgestellt wird, auch f�ur (unzu-
verl�assige) Kumulanten f�unfter und sechster Ordnung stabil ist. Die Resultate f�ur
die symmetrische Dreiecksverteilung und f�ur die Gleichverteilung verdeutlichen
nochmal die Insensibilit�at der Gau�'schen oberen Grenze f�ur das Beispiel von Ab-
bildung 7.5. In der Projektion auf die Abszisse und Ordinate lassen sich in diesem
Beispiel eine Dreiecksverteilung f�ur den Winkel � = �=4 und eine Gleichvertei-
lung f�ur � = 0 beobachten. Die Entropie der Gau�'schen N�aherung ist f�ur beide
F�alle gleich. Die Ma�e, die Kumulanten h�oherer Ordnung verwenden, bestimmen
hingegen korrekt die minimale Entropie bei konstanter Gesamtinformation f�ur
die Gleichverteilung bei � = 0.

Optimierung bei Kumulanten h�oherer Ordnung

Im Optimierungskriterium der gemeinsamen Information in Gleichung (7.24)
setzt man die N�aherungen f�ur die Entropie der Einzelkoordinaten (7.37)
oder (7.40) ein. Diese N�aherungen sind mittels der Momente als Funktion der
gemessenen Datenpunkte an der Ausgabe ausgedr�uckt. Siehe dazu auch die De-
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Gemessene Entropie f�ur normalverteilt gleichverteilt symmetrisch exponentiell +
simulierte Dichten dreiecksverteilt Gau�'sches Rauschen
Partitionierung 1:35� 0:02 0:024� 0:006 0:14� 0:02 1:31� 0:03
Gau�'sche obere Grenze (7.29) 1:415� 0:02 0:18� 0:016 0:18� 0:02 1:53� 0:04
Comon (7.37) 1:414� 0:02 0:14� 0:015 0:17� 0:02 3:0� 2:5
Mittel (7.40) bis vierte Ordnung 1:414� 0:02 0:13� 0:015 0:17� 0:02 1:39� 0:05
Mittel (7.40) bis sechste Ordnung 1:414� 0:02 0:092� 0:001 0:16� 0:02 1:3� 0:5
Theoretischer Wert 1.419 0.0 0.1534

Tabelle 7.1: Entropie f�ur verschiedene Dichten, die mit N = 1000 Stichproben
simuliert wurden. Gemessen wurde mit den verschiedenen N�aherungsmethoden,
die im Text erkl�art werden. Die angegebenen Standardabweichungen wurden nu-
merisch durch mehrfache Wiederholung der Experimente bestimmt.

�nitionsgleichungen f�ur Kumulanten und Momente (7.33) und (7.35) und die
Messung (7.34).

Der Gradient dieser Optimierungskriterien nach den Ausgabekoordinaten
kann demnach explizit bestimmt werden. Die Ausgabekoordinaten wiederum
k�onnen nach den adaptiven Parametern der Abbildung di�erenziert werden. Man
kann also im Prinzip den Gradienten der Kostenfunktion berechnen und somit
Gradientenmethoden verwenden. Obwohl die numerische Komplexit�at im Ver-
gleich zum einfachen Kriterium der minimalenVarianz nicht wesentlich vergr�o�ert
wird, erschwert sich die Komplexit�at des resultierenden Algorithmus erheblich.
Daher w�ahlt man hier ein Optimierungsverfahren, das lediglich den Wert der Ko-
stenfunktion verwendet. Man umgeht damit die aufwendige Berechnung von Gra-
dienteninformation. Ein einfaches stochastisches und paralelles Optimierungsver-
fahren wurde k�urzlich von (Unnikrishnan und Venugopal, 1994) unter demNamen
ALOPEX eingef�uhrt. Das Verfahren basiert auf der Korrelation der �Anderung der
Kostenfunktion mit der �Anderung der Adaptationsparameter. Man adaptiert alle
Parameter der Abbildung gleichzeitig, nachdem man die Kostenfunktion f�ur alle
Datenpunkte berechnet hat. Dieses einfache Optimierungsverfahren erm�oglicht,
die eher komplexen Kostenfunktionen mit Kumulanten h�oherer Ordnung gemein-
sam mit den vorgestellten volumenerhaltenden und adaptiven Abbildungen ein-
fach zu optimieren.

Vorteil von Statistik h�oherer Ordnung - Experimente

Der Vorteil von Statistik h�oherer Ordnug zur Optimierung der gemeinsamen
Information gem�a� N�aherung (7.40) wird in zwei einfachen Experimenten de-
monstriert. Als volumenerhaltende Abbildung wir hier die explizit symplektische
Abbildung, so wie sie in Abschnitt 7.1.2 beschrieben wird, verwendet. Der nume-
rische Aufwand ist im Vergleich zu den Experimenten mit den implizit symplek-
tischen Transformationen minimal.

Wie bereits erkl�art, k�onnen Techniken, die lediglich Statistik zweiter Ordnung
verwenden, bei einer rotierten, quadratischen, gleichverteilten Dichte die stati-
stisch unabh�angigen Koordinaten nicht korrekt bestimmen. Die statistisch un-
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Abbildung 7.5: Simulierte gleichverteilte Dichte rotiert um �=4. Durchgezo-
gene Linien repr�asentieren die Richtungen, die durch ein Kriterium h�oherer
Ordnung gefunden wurden. Gestrichelte Linien repr�asentieren Richtungen, die
durch Hauptkomponentenanalyse berechnet wurden. Diese sind v�ollig zuf�allig
und schwanken stochastisch von Experiment zu Experiment.

abh�angigen Koordinaten sind einfach die Achsen parallel zu den Kanten der Dich-
te (siehe Abbildung 7.5). Eine Rotation, d.h. eine lineare Transformation, gen�ugt
f�ur diese Aufgabe. Aber die Kovarianzmatrix ist diagonal f�ur jede Orientierung
des Quadrats und gibt von daher keinerlei Information �uber die richtige Orientie-
rung. Es ist bekannt, da� die Hauptkomponentenanalyse f�ur nicht-normalverteilte
Daten keine statistisch unabh�angigen Koordinaten �ndet. Ebenso versagt an die-
sem Beispiel das Optimierungskriterium der Varianz als oberer Grenze. Statt
dessen war es mit jedem der oben erkl�arten Kriterien h�oherer Ordnung m�oglich,
f�ur beliebige, linear transformierte, zweidimensionale, gleichverteilte Dichten die
richtige Orientierung zu �nden. Bei der symplektischenAbbildung (7.16) hat man
sich in diesem Experiment auf quadratische generierende Funktionen beschr�ankt,
da eine lineare Transformation f�ur diese Aufgabe ausreicht.

Das zweite Experiment zeigt, da� die in diesem Abschnitt vorgeschlagene
Methode tats�achlich nichtlineare Abh�angigkeit zwischen der Eingabe und der
Ausgabe �nden kann. Ein eindimensionales Signal, das gem�a� der Dichte von
Abbildung 7.4 verteilt ist, wird nichtlinear in ein zweidimensionales Signal trans-
formiert und mit additivem Gau�'schem Rauschen gest�ort. Die resultierende Si-
gnaldichte, die als Eingabe verwendet wird, ist in Abbildung 7.6 (links) zu sehen.
F�ur die Aufgabe, statistisch unabh�angige Koordinaten in dieser Dichte zu �nden,
wurde eine explizite symplektische Abbildung (7.16) mit n = 2 und m = 6 ver-
wendet. Auf der rechten Seite von Abbildung 7.6 sind die verschiedenen Resultate
der Optimierung mit dem Kriterium der Gau�'schen oberen Grenze (7.29) und
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Abbildung 7.6: Eine implizit symplektische Transformation wurde mit Kriterien
zweiter und vierter Ordnung trainiert, um statistisch unabh�angige Koordinaten
zu �nden. Oben: Eingabedichte; die Linie durch die Mitte der Datenpunkte zeigt
das nichtlinear transformierte, noch ungest�orte Signal, das gem�a� der Dichte in
Abbildung 7.2 verteilt ist. Unten: Ausgabedichten, die von der symplektischen
Abbildung nach dem Training mit den verschiedenen Kostenfunktionen generiert
wurden. Sie werden in dem gleichen Rahmen gezeigt, um besser verglichen werden
zu k�onnen. Die Verteilung rechts entspricht dem Kriterium zweiter Ordnung,
w�ahrend die Verteilung links sich mit Kumulanten bis zur vierten Ordnung ergibt.
Man beachte die unterschiedliche Transformation der zentralen Linie.
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dem Kriterium der gen�aherten Entropie (7.40) zu sehen. O�ensichtlich verbessert
die Statistik h�oherer Ordnung das Ergebnis, indem es die bessere Darstellung der
nichtlinearen Abh�angigkeit �ndet.

7.3 Dichtesch�atzung mit nichtlinearer Fakto-

risierung

Die resultierende faktorielle Darstellung der Daten an der Ausgabe erm�oglicht ei-
ne einfache Dichtesch�atzung. In Abschnitt 7.3.2 wird diese Methode insbesondere
zur Neuheitsdetektion verwendet.

Wei� man, da� eine Wahrscheinlichkeitsdichte faktorisiert, so reduziert sich
die Aufgabe der Sch�atzung einer n-dimensionalen gemeinsamen Dichte auf die
Aufgabe der Sch�atzung von n eindimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichten. Hat
man eine Sch�atzung an der Ausgabe gefunden, so l�a�t sich die Dichte an der
Eingabe jederzeit berechnen, falls man eine umkehrbare und di�erenzierbare Ab-
bildung verwendet hat. Gem�a� Papoulis (1991) gilt:

p(x) =
p(y)

det
�
@f
�1

@y

�
�������
y=f(x)

=

Qn
i p(yi)

det
�
@x
@y

�
������
y=f(x)

=
nY
i

p(yi)

�����
y=f(x)

(7:41)

Die zweite Gleichheit gilt, da man volumenerhaltende Transformationen be-
nutzt. Verwendet man die Gau�'sche obere Grenze als Optimierungskriterium, so
hat man in Abschnitt 7.2.1 gesehen, da� das Training eine normalverteilte Dichte
als optimale L�osung besitzt. Falls das Lernen erfolgreich ist, wird man die Dich-
te mit der naheliegenden Annahme von normalverteilten Ausgabedaten n�ahern
k�onnen:

p(x) =
nY
i

G(yi) =
nY
i

1

�i
p
2�

exp

 
�(yi � hyii)2

2�2i

!
(7:42)

Eine m�ogliche Einschr�ankung der symplektischen Transformation ist bereits
angesprochen worden und wird hier in Abbildung 7.7 verdeutlicht. Eine volume-
nerhaltende stetige Abbildung ist nicht in der Lage, disjunkte Signalverteilungen
auf eine zusammenh�angende Dichte zu transformieren. Die zwei getrennten `+'
Punktwolken in Abbildung 7.7 k�onnen nicht in eine zusammenh�angende Normal-
verteilung transformiert werden, ohne eine Diskontinuit�at im Zwischenraum zu
haben. Falls die Gau�'sche N�aherung wie hier nicht ausreichend ist, kann das Fak-
torisierungsverfahren zur Dichtesch�atzung dennoch verwendet werden. Man mu�
bei der Dichtesch�atzung der Einzelkoordinaten exiblere Verfahren verwenden,
so wie im vorhergehenden Abschnitt dargelegt.
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Abbildung 7.7: `+' Trainingsdaten. `o' Testdaten. Links: Eingabesignale; Rechts:
Ausgabesignale einer trainierten, impliziten, symplektischen Transformation. Die
symplektische Transformation bildet die zwei getrennten `+' Punktwolken so gut
wie m�oglich in einer Normalverteilung ab. Die Abbildung besitzt sechs adaptive
Kopplungsparameter (n = m = 2). Datenpunkte `o', die nicht zu den Trainings-
daten geh�oren, werden von dem Gebiet zwischen den zwei Trainingspunktwolken
\wegtransformiert". Ellipsen kennzeichnen m�ogliche Klassi�kationsgrenzen, um
Trainingsdaten `+' von Testdaten `o' zu trennen.

7.3.1 Sch�atzung der bedingten Dichte - Funktionsap-

proximation

In diesem Abschnitt wird ein Konzept zur Sch�atzung der bedingten Wahrschein-
lichkeitsdichte vorgeschlagen. Es kann als Grundlage f�ur zuk�unftige Arbeiten
verwendet werden. In vielen Anwendungen f�ur die Modellierung von funktio-
nalen Abh�angigkeiten ist man mit der Situation konfrontiert, keine rein deter-
ministische Abh�angigkeit in den vorgegebenen Trainingsdaten zu haben. Bei der
Vorhersage von stochastischen Zeitreihen, wie z.B. Wechselkursvorhersage oder
Stromverbrauchsvorhersage f�ur Kraftanlagen, ist man nicht nur an einem Erwar-
tungswert interessiert. Vielmehr will man auch eine Angabe dar�uber, mit welcher
Wahrscheinlichkeit sich der prognostizierte Wert in einem gewissen Intervall be-
�nden wird. Man will also aus einem Satz von Lerndaten (y1;x1); ::; (yN;xN)
eine bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte p(yjx) gewinnen, die angibt, mit welcher
Wahrscheinlichkeit ein Signal y bei gegebenem x in einem bestimmten Intervall
gefunden wird.

Eine M�oglichkeit hierzu ist die Modellierung der gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsdichte p(y;x). Aus dieser l�a�t sich dann die bedingte Dichte p(yjx) be-
stimmen:

p(yjx) = p(y;x)

p(x)
=

p(y;x)R
p(y;x) dy

(7:43)

Dieses Konzept zur Modellierung einer stochastischen Abh�angigkeit wurde in
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verschiedenen adaptiven konnektionistischen Modellen angewandt (Bishop, 1994;
Redlich, 1993b). Die Hauptschwierigkeit bei diesem Ansatz liegt im allgemeinen
in der Berechnung des Integrals im Nenner von (7.43).

Hier wird vorgeschlagen, zur Sch�atzung der bedingten Dichte, eine faktorielle
Repr�asentation wie in (7.41) f�ur p(y;x) und gleichzeitig f�ur p(x) zu gewinnen.
Die volumenerhaltende Transformation, die in Abschnitt 7.1.3 vorgestellt wurde,
erm�oglicht dies f�ur eine spezielle Wahl der generierenden Funktionen. Die Struk-
tur der verwendeten Transformation ist in Abbildung 7.8 zu sehen. Der Einga-
beraum der Volumenerhaltenden sei nun der gemeinsame Raum (x;y) 2 <(n+m)

und die Ausgabe sei z = (�; �) 2 <(n+m). Man betrachte die Transformation

g�(�) +� = x+ f�(x)
g�(�; �) +� = y+ f�(y)

(7:44)

Man identi�ziert diese Funktionen mit denen in Gleichung (7.17) durch g(z) :=
(g�(�);g�(�; �)) und f(x;y) := (f�(x); f�(y)). Die Jacobimatrix der Funkti-
on g(z) : <(n+m) 7! <(n+m) mu� wieder linke, untere Dreiecksgestalt haben.
Die Funktion f(x;y) : <(n+m) 7! <(n+m) w�ahlt man so, da� die Untermatrix
@f�=@y = 0. Die Untermatrizen @f�=@x und @f�=@y haben weiterhin rechte, obere
Dreiecksgestalt. Man �uberpr�uft leicht, da� diese Abbildung der oben angegebenen
Volumenerhaltenden entspricht. Hier handelt es sich allerdings um einen Spezi-
alfall, bei dem der Teil � 2 <n des Ausgaberaums nur von der Variablen x, nicht
aber von y, abh�angig ist (siehe Abbildung 7.8). Betrachtet man lediglich die
Abbildung x 2 <n 7! � 2 <n, so ist diese f�ur sich genommen volumenerhaltend.
Die Ausgabevariable � 2 <m h�angt hingegen von allen (x;y) Variablen ab. Man
wird also das vorgestellte Faktorisierungsverfahren gleichzeitig f�ur x und (x;y)
durchf�uhren k�onnen.

Durch eine der oben angegebenen Methoden wird die gemeinsame Information
im gesamten Raum von z minimiert. Sind die verwendeten adaptiven Funktionen
g(z) und f(x;y) allgemein genug, so erh�alt man eine faktorielle Darstellung f�ur
p(x) und p(x;y)

p(x) =
nY
i

p(�i) (7.45)

p(x;y) =
n+mY
i

p(zi) =
nY
i

p(�i)
mY
i

p(�i) (7.46)

Hiermit vereinfacht sich die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte (7.43) zu

p(yjx) =
mY
i

p(�i(x;y)) (7:47)

Verwendet man zur Minimierung der gemeinsamen Information von p(z) die
Gau�'sche obere Grenze, so sind nach erfolgreichem Training die Dichten p(�i)
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Abbildung 7.8: Diese Transformation ist in (x;y) 7! (�; �) als auch in x 7! �
volumenerhaltend. Sie wird hier f�ur n = 3 und m = 2 dargestellt. Diese Trans-
formation kann zur gleichzeitigen Faktorisierung in beiden R�aumen verwendet
werden. Es l�a�t sich hiermit eine Sch�atzung der bedingten Wahrscheinlichkeit
p(yjx) verwirklichen.

der Ausgabekoordinaten durch Gau�funktionen gegeben. Ihr Maximum liegt bei
h�i und ist leicht zu bestimmen.Man kann jetzt hiermit die Gr�o�e y� bestimmen,
bei der die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte p(y�jx) maximal ist. Das ist der
wahrscheinlichste Wert von y bei gegebenem x. Dieser ist gegeben durch das
Maximum der Normalverteilung �(x;y�) = h�i. Setzt man dieses maximale �
in (7.44) ein, so erh�alt man:

g�(�; h�i) + h�i = y� + f�(y�)
g�(h�i) + � = x+ f�(x)

(7:48)

Diese Gleichung de�niert wieder eine explizite Abbildung zwischen einem ge-
gebenem x und dem wahrscheinlichsten y�. Dies stellt somit eine spezielle Form
der Funktionsapproximation dar. So wie in Abschnitt 7.1.3 wird jede Ausgabeko-
ordinate nacheinander berechnet. Man gewinnt aus x die Werte f�ur �. Mit diesen
wird dann nacheinander jede Koordinate von y� aus � und h�i entsprechend be-
stimmt. Man beachte, da� obwohl � normalverteilt ist, die Variable y keinesfalls
einer Normalverteilung gen�ugen mu�.

Ebenso wichtig wie die funktionale Abh�angigkeit, die man hier gewinnt, ist
der einfache Ausdruck f�ur die gesamte bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte p(yjx)
in (7.47). Man kann daraus die Wahrscheinlichkeit berechnen, einen Punkt y in
einem Intervall �y bei gegebenem x zu �nden
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W (y 2 [y;y+�y]) =
Z �(x;y+�y)

�(x;y)

mY
i

(p(�i) d�)

Dies gilt f�ur alle der oben angegebenen Kostenfunktionen. W�ahlt man
nat�urlich die Gau�'sche obere Grenze, so wird dies zu einem Standardintegral:

W (y 2 [y;y+�y]) =
mY
i

�i(�(�i(x;y+�y)=�i)� �(�i(x;y)=�i))

hier ist � die Stammfunktion der Gau�funktion und �i die me�bare Standardab-
weichung der Variablen �i.

Grundlegend f�ur dieses Verfahren ist, da� die Faktorisierungen (7.45)
und (7.46) erzeugt werden k�onnen. Die Funktionenklasse, die hier zugelassen
wird, ist wesentlich allgemeiner als die symplektischen Transformationen. Es ist
daher zu erwarten, da� man zumindest gleich gute Ergebnisse der Faktorisie-
rung erh�alt. Die Kaskadierung der Abh�angigkeiten mag zwar die Berechnung der
Funktionswerte, insbesondere in hohen Dimensionen, erschweren; die Allgemein-
heit der Funktionenklasse wird aber dadurch nicht beeintr�achtigt. Auch Gradien-
tenverfahren, die zur Optimierung verwendet werden k�onnen, d�urften durch die
Kaskadierung keine besonderen Schwierigkeiten aufweisen. Aus der Erfahrung
der Error-Back-Propagation wei� man, da� eine R�uckpropagierung �uber mehr
als zwei Stufen vernachl�assigt werden kann.

Dieses Konzept stellt also eine vielversprechende Grundlage f�ur zuk�unftige
Arbeiten dar.

7.3.2 Neuheitsdetektion

Schlie�lich soll das vorgestellte Verfahren auf das Problem der Neuheitsdetek-
tion angewendet werden. Die Aufgabe der Neuheitsdetektion ist mit der Dich-
tesch�atzung eng verwandt. Mit Hilfe eines gegebenen Satzes von Stichproben
einer vorgegebenen Dichte soll entschieden werden, ob ein neuer Datenpunkt zu
der bekannten Dichte geh�ort oder nicht? F�ur eine gegebene Entscheidungsschwelle
entspricht das der Frage nach der zugeh�origen Kontur der Wahrscheinlichkeits-
dichte der beobachteten Datenpunkte. Wird die Kontur f�ur beliebige Entschei-
dungsschwellen ben�otigt, so ist die gesamte Wahrscheinlichkeitsdichte gesucht.
Als L�osung dieser Aufgabe wird hier die bereits vorgestellte symplektische Fakto-
risierung mit der einfachen Gau�'schen Dichtesch�atzung (7.42) vorgeschlagen. Die
Entscheidungs�ache f�ur die Neuheitsdetektion ist dann lediglich ein Hypersph�are
im Ausgaberaum der symplektischen Transformation nach der Minimierung der
gemeinsamen Information f�ur die gegebenen Stichproben.

Abbildung 7.7 verdeutlicht diese Idee. Eine implizite, adaptive, symplekti-
sche Abbildung wurde mit den Datenpunkten `+' trainiert. Die Datenpunkte
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`o' sollen von diesen getrennt werden k�onnen, d.h. als nicht zu dieser Verteilung
geh�orend erkannt werden. O�ensichtlich liefert (nach Normierung der Varianz) ei-
ne kreisf�ormige Entscheidungsgrenze an der Ausgabe eine brauchbare L�osung. In
diesemBeispiel k�onnte man nat�urlich auch mit einer \gaussian mixture"-Methode
(Duda und Hart, 1973) mit zwei Gau�'schen Elementen ein gutes Resultat erhal-
ten. Trotzdem soll f�ur dieses einfache Beispiel zugunsten des Verst�andnisses von
sp�ateren Experimenten das Ergebnis der Klassi�zierung pr�asentiert werden.

Eine m�ogliche quantitative Beurteilung einer bin�aren Klassi�zierungsmethode
stellen die Rate der \verfehlten" Klassi�zierung (misclassi�cation) und die Rate
der \falschen" Alarme (false-alarms) dar. Das wird in Abbildung 7.9 verdeutlicht.
Eine Klassi�zierung bezeichnet man als verfehlt, falls ein \neues" Signal f�alsch-
licherweise als \normales" Signal bewertet wird. Den entgegengesetzten Fall, bei
dem ein \normales" Signal als \neu" klassi�ziert wird, nennt man entsprechend
falschen Alarm (siehe Abbildung 7.9, links).

Neuheitsdetektion ist explizit un�uberwachtes Lernen. Es kann auch als eine
bin�are Klassi�zierung verstanden werden, bei der nur eine Klasse bekannt ist.
W�ahrend des Trainings ist es nicht erlaubt, die Verteilung der \neuen" Daten-
punkte zu verwenden, da auch in der Praxis diese Verteilung nicht bekannt sein
wird. St�unde diese Information zur Verf�ugung, k�onnten verschiedenste �uberwach-
te Klassi�zierungstechniken verwendet werden. Trotzdem ben�otigt man w�ahrend
der Entwicklungsphase eines Neuheitsdetektionsalgorithmus die Verteilung der
\neuen" Signale, um die Qualit�at des Algorithmus �uberpr�ufen zu k�onnen.

Die Transinformation entfernt die nichtlineare, statistische Abh�angigkeit in
den Trainingsdaten, indem sie normalverteilte Ausgabedichten erzeugt. Hat man
eine gute L�osung hierf�ur erhalten, so l�a�t sich mit einem un�uberwachten Krite-
rium nichts weiter verbessern. An dieser Stelle hat man eventuell eine perfekte
Darstellung der bekannten Signalverteilung. Nun ben�otigt man Information �uber
die Verteilung der \neuen" Signale. Dieses Wissen kann implizit sein, z.B. ein
Qualit�atskriterium wie die Fehlerraten von Abbildung 7.9. In diesem Beispiel lie-
fern die Fehlerkurven Information dar�uber, welche der beiden extrahierten stati-
stisch unabh�angigen Koordinaten zur Trennung der Signale besser geeignet sind
(siehe Abbildung 7.9 rechts). Eine Koordinate des Merkmalsraums (Abszisse)
enth�alt f�ur die Entscheidung, die man tre�en will, im wesentlichen nur Rauschen,
w�ahrend die zur Trennung wichtige Information in der Ordinate enthalten ist.
Dieses anschauliche Beispiel zeigt, wie Rauschen und n�utzliche Information als
solche erst erkannt werden k�onnen, wenn ein Entscheidungskriterium, also eine
Form von �Uberwachung, vorliegt.

7.3.3 Motorausfallsvorhersage

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, da� das vorgeschlagene Verfahren zur
Neuheitsdetektion gute Resultate f�ur ein reales technisches Problem in einem
hochdimensionalen Raum liefert. Ziel in der Motorausfallsvorhersage ist es, Un-
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Abbildung 7.9: Fehlerrate von verfehlter Klassi�kation und falschem Alarm (mis-
classi�cation und false-alarms) f�ur das Beispiel der vorhergehenden Abbildung.
Die Trainingspunkte `+' sollen als \normal" und die Testpunkte `o' als \neu"
erkannt werden. Man benutzte f�ur die Eingabe und Ausgabe eine elliptische Ab-
standsmessung, d.h. man klassi�ziert alle Punkte, die innerhalb der Ellipse um
den Schwerpunkt liegen, als \normal", sonst als \neu". Die abfallende Fehlerrate
gibt die falschen Alarme an, w�ahrend die steigende Kurve die Rate der verfehl-
ten Klassi�kationen wiedergibt. Der Schnittpunkt dieser beiden Kurven kann
als Qualit�atskriterium des Klassi�kationsalgorithmus verwendet werden. Links:
durchgezogene und gestrichelte Linien entsprechen der Entscheidungsgrenze in
der Eingabe bzw. in der Ausgabe, so wie in der vorhergehenden Abbildung an-
gedeutet. O�ensichtlich ist die Klassi�zierung an der faktorisierten Ausgabe we-
sentlich besser. Rechts: Man betrachte nun die zwei Koordinaten der erzeugten
Ausgabe. Man hat f�ur diesen Vergleich die Punktwolke `o' rechts unten ignoriert.
Jetzt entsprechen durchgezogene Linien der Abstandsmessung in beiden Koordi-
naten. Die gestrichelten Linien hingegen entsprechen der Messung des Abstands
vom Schwerpunkt nur in Richtung der Ordinaten. Auf diese Weise wird ersicht-
lich, welche der extrahierten Koordinaten f�ur die gew�unschte Entscheidung die
meiste Information enth�alt.
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Abbildung 7.10: Links: Spektrum eines fehlerfrei arbeiten Elektromotors zwischen
20Hz und 130Hz. Rechts: Spektrum eines defektenMotors. Es sind keine einfachen
Entscheidungskriterien auszumachen.

regelm�a�igkeiten in Elektromotoren durch �Uberwachung des elektrischen Stromes
zu erkennen. Das Frequenzspektrum des Stromes wird als Merkmalsvektor ver-
wendet, (siehe Abbildung 7.10). Der Fehlerdetektor wird mit den Daten des feh-
lerfrei funktionierenden Motors trainiert. Der Detektor soll einen bevorstehenden
Ausfall rechtzeitig erkennen.

Typischerweise hat man hier mindestens 100 und h�ochstens 1000 Dimensio-
nen. Die Experimente wurden zun�achst mit der impliziten symplektischen Trans-
formation durchgef�uhrt. Aufgrund der numerischen Komplexit�at schr�ankt das
nat�urlich die Anzahl Dimensionen, die bearbeitet werden k�onnen, ein. Anderer-
seits sind nicht alle 100 (oder mehr) Koordinaten nichtlinear miteinander kor-
reliert. Wahrscheinlicher ist, da� die meisten Koordinaten - falls �uberhaupt -
nur linear korreliert sind. Das Spektrum wird daher zun�achst mit der linearen
Hauptkomponentenanalyse transformiert. Es werden 230 Spektralkomponenten
zwischen 20Hz und 130Hz verwendet.

Man beobachtet, da� nur wenige der ersten Hauptkomponenten paarweise
nichtlinear korreliert sind. Es konnte keine paarweise nichtlineare Struktur f�ur
die Komponenten h�oher als die ersten 10 oder 15 erkannt werden. Alle anderen
Koordinaten sind durch die Hauptkomponentenanalyse linear dekorreliert wor-
den. Diese sind symmetrisch um einen Schwerpunkt verteilt. Sie k�onnen recht
gut durch Normalverteilungen gen�ahrt werden, (siehe Abbildung 7.11, rechts).
F�ur normalverteilte Daten reicht die lineare Dekorrelation zur Minimierung der
gemeinsamen Information aus. Die Aufgabe ist somit f�ur diese Hauptkomponen-
ten im wesentlichen gel�ost. Abbildungen 7.11, links und Mitte, zeigen wie zwei der
ersten 10 Hauptkomponenten mit einer adaptiven impliziten Abbildung transfor-
miert wurden (n = 10, m = 20). Die Struktur wurde mit 800 Datenpunkten aus
10 verschiedenen Versuchsreihen mit Motoren bei unterschiedlichen Belastungs-
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Abbildung 7.11: Links: Datenpunkte der ersten zwei Hauptkomponenten zeigen
eine deutlich nichtlineare Abh�angigkeit. Mitte: Resultierende Dichte der gleichen
zwei Komponenten nach nichtlinearer Faktorisierung der ersten 10 Hauptkompo-
nenten. Rechts: F�ur Komponenten h�oher als die 15te Hauptkomponente konnte
keine paarweise Abh�angigkeit beobachtet werden. Hier werden zuf�allig ausgew�ahl-
te Komponenten 50 und 100 dargestellt.

bedingungen trainiert.
Man verwendet die erhaltene Transformation um \gute" von \schlechten" Mo-

toren gem�a� (7.42) unterscheiden zu k�onnen. Da die Resultate f�ur die verschie-
denen vorkommenden Fehlerf�alle (Umwucht, Lagerringloch, Rotorbruch) variie-
ren k�onnen, werden die Ergebnisse getrennt angegeben. In Abbildung 7.13 sieht
man die Ergebnisse einer einfachen Maximumsnorm (maxi jyi� hyii j) im gesam-
ten 230-dimensionalen Raum der Hauptkomponenten (links) und die Gau�'sche
Sch�atzung in den ersten 10 nichtlinear transformierten Hauptkomponenten (Mit-
te).

Es wurde auch analysiert, inwieweit man mit einer bestimmten Komponente
einen \guten" Motor von einem \schlechten" Motor unterscheiden kann. Man
kann dazu das Verh�altnis der entsprechenden Varianzen vergleichen. Ein Ma� f�ur
die Trennbarkeit der Dichten in einer bestimmten Koordinate i k�onnte folgendes
sein:

�i =
h(ytesti � hytraini i)2i
h(ytraini � hytraini i)2i (7:49)

Der Vergleich der Trennbarkeit der verschiedenen Koordinaten liefert in die-
ser konkreten Problemstellung eine n�utzliche Erkenntnis. In Abbildung 7.12 wird
�i f�ur alle linearen Hauptkomponenten dargestellt. Die linearen Hauptkompo-
nenten kleiner Varianz werden im allgemeinem nach einer Hauptkomponenten-
analyse verworfen, da man diese als reines Rauschen erachtet. Wie sich der Ab-
bildung 7.12 entnehmen l�a�t, haben gerade diese tendenziell ein hohes �i. Diese
Koordinaten erm�oglichen somit eine gute Trennung. Sie tragen f�ur die Klassi�-
zierungsaufgabe entscheidende Information. In eben diesen Richtungen steigt die
Amplitude des Spektrums f�ur fehlerhafte Motoren. Dieses Ph�anomen zeigt sich

114



50 100 150 200
0

2

4

6

8

10

12

14
Trennbarkeit der linearen normalisierten PC-Koordinaten

Normalisierter linearer PC-Raum

Abbildung 7.12: Ma� �i f�ur die Trennbarkeit in den linearen Hauptkomponenten
(PC) so wie sie von der Hauptkomponentenanalyse mit vorhergehender Norma-
lisierung der Varianz aus dem Spektrum der Trainings- und Testdaten erzeugt
werden.

am deutlichsten, wenn das Spektrum vor der Hauptachsentransformation in je-
der Frequenz auf eine normierte Varianz skaliert wird. Man bezeichnet das hier
als normierte Hauptkomponentenanalyse. Anschaulich bedeutet diese Beobach-
tung, da� der Abfall der diskreten Frequenzen (Abbildung 7.10) bei fehlerhaften
Motoren breiter wird. Diese Tatsache wird somit nicht auf diese spezi�schen Da-
tens�atzen beschr�ankt sein. Man wird also die normalisierten Hauptkomponenten
niedriger Varianz in die Klassi�kationsmessung miteinbeziehen. Dies geschieht
am einfachsten, indem man diese als zus�atzliche Koordinaten in die Euklidische
Norm hinzuf�ugt. Die besten Resultate erh�alt man, indem man zwischen f�unf
und 20 Hauptkomponenten niedriger Varianz hinzuf�ugt (siehe Abbildung 7.13,
rechts).

Ein weiteres Bewertungskriterium eines Klassi�kationsalgorithmus ist der
Klassi�kationsfehler bei der optimalen Entscheidungsschwelle. Die vorgeschlagene
Methode erreicht einen optimalen Klassi�kationsfehler von 10.0%. Dieses Ergeb-
nis ist vergleichbar zu anderen bekannten Methoden, die bei SCR5 zu diesem
Problem angewandt wurden; unter anderem MLP-Autoassozierer (11%), radia-
le Basisfunktionen-Autoassozierer (10%) , N�achster-Nachbar-Algorithmus (18%-
32%), Hypersph�aren-Klusterung (10%), lineare Hauptkomponentenanalyse (12%)

5Siemens Corporate Research, Princeton, NJ, USA
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Abbildung 7.13: Links: Maximumsnorm im 230-dimensionalen Raum der Haupt-
komponenten. Mitte: Sph�arische Abstandsmessung in den 10 symplektisch trans-
formierten ersten Hauptkomponenten. Die Transformation reduziert in 650 Zy-
klen die Varianz um 65%. Rechts: Kombinierter symplektischer und linearer
Merkmalsraum: 10 symplektisch transformierte Hauptkomponenten und sieben
der normalisierten linearen Komponenten niedriger Varianz. Die abfallende Kur-
ve liefert die Rate der falschen Alarme. Jede der drei steigenden Kurven gibt die
Rate an, mit der fehlerhafte Motoren unerkannt blieben. Es sind die drei ver-
schiedenen Fehlerf�alle getrennt angegeben (�� Lagerringloch, �� Umwucht, ��
Rotorbruch).

oder Maximumsnorm von 2000 Frequenzen (11%).

7.4 Schlu�folgerungen

In diesemKapitel wurde ein neues informationstheoretisches Konzept f�ur un�uber-
wachtes Lernen bei kontinuierlichen Signalen vorgestellt: Man extrahiert statisti-
sche Merkmale, indem man eine faktorielle Darstellung der gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Signale generiert. Dabei garantiert man mit volu-
menerhaltenden Transformationen die Erhaltung der Information des Eingabesi-
gnals.

Es wurden verschiedene adaptive, volumenerhaltende Transformationen vor-
gestellt. Die Faktorisierung reduziert sich durch die Nebenbedingung der Infor-
mationserhaltung auf die Minimierung der Entropie der Einzelkoordinaten an der
Ausgabe.

Durch Statistik zweiter Ordnung l�a�t sich ein einfaches und e�zientes Mini-
mierungskriteriumde�nieren. F�ur den Fall, da� Varianzen nicht ausreichend sind,
wurden verbesserte Messungen der Entropie auf der Grundlage von Kumulanten
vorgestellt.

Zusammenfassend l�a�t sich das Verfahren als eine nichtlineare Komponen-
tenanalyse verstehen, die im Gegensatz zur linearen Hauptkomponentenanalyse
Statistik h�oherer Ordnung und nichtlineare Transformationen verwendet.
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Diese Faktorisierungsmethode bietet aber auch einen neuen L�osungsansatz
zur klassischen Aufgabe der Dichtesch�atzung. Am Ende dieses Kapitels wird mit
dieser Dichtesch�atzungsmethode das Problem der Neuheitsdetektion bearbeitet.
Insbesondere wird das Verfahren auf ein technisches Problem der Motorausfalls-
vorhersage angewandt.

Die Methode erm�oglicht aber auch, ein neues Verfahren zur Sch�atzung der
bedingten Wahrscheinlichkeit zu de�nieren.

Die Vielf�altigkeit der Anwendungen verdeutlicht, da� hier ein L�osungsansatz
f�ur eine grundlegende Aufgabe der informationstheoretischen Signalverarbeitung
vorgestellt wurde: die Faktorisierung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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Kapitel 8

Nomenklatur

Tabelle 8.1: Nomenklatur aus der Einleitung

x mehrdimensionale Eingabe oder Zustandsvariable
y mehrdimensionale Ausgabe oder Zustandsvariable
� diskreter Zustandsraum der Eingabe
� diskreter Zustandsraum der Ausgabe
P (x); P (x;W ) Verteilung der diskreten Zustandsvariablen x

mit den Kopplungskoe�zienten W parametrisiert
I[P (x)] Information einer diskreten Verteilung P (x)
H[P (x)] Entropie einer diskreten Verteilung P (x)
R(x) feste vorgegebene diskrete Verteilung
H[P (x); R(x)] relative Entropie zweier diskreter Verteilungen
I[P (x;y)] gemeinsame Information der Zufallsvariablen x und y

bzw. Transinformation der Eingabe zur Ausgabe
H[P (x;y)] Entropie der gemeinsamen Verteilung P (x;y)
MI[P (y)] gemeinsame Information der Einzelkoordinaten yi von y
R[P (y)] Redundanz in einer diskreten Zufallsvariablen y
p(x) Dichtefunktion einer kontinuierlichen

Wahrscheinlichkeitsverteilung oder kurz:
kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilung

H[p(x)] Entropie der Dichtefunktion p(x)
MI[p(x)] gemeinsame Information der Dichtefunktion p(x)
� Varianz
p(yjx) Dichtefunktion einer kontinuierlichen bedingten

Wahrscheinlichkeitsverteilung oder kurz:
kontinuierliche bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung

118



Tabelle 8.2: Diskrete Boltzmann-Maschine

si ite bin�arer Zustand
s diskreter Zustandsvektor
wij Wechselwirkungskoe�zienten der bin�aren Zust�ande
W Matrix der Wechselwirkungskoe�zienten
h innere Zust�ande
v sichtbare Zust�ande
y bin�are Ausgabezust�ande
x kontinuierlicher Eingabevektor
wext
ij Wechselwirkungskoe�zienten der bin�aren Zust�ande

mit der externen Eingabe x
E(s); E(s;W ) Energie des Zustands s abh�angig von Parameter W
P (s); P (s;W ) Boltzmann-Verteilung der bin�aren Zust�ande
Z Zustandssumme
� = 1=T inverse Temperatur
W (si !�si) �Ubergangswahrscheinlichkeit f�ur den iten Zustand
hi freies Mittel
hiv �xiertes Mittel
Tc kritische Temperatur
�max gr�o�ter Eigenwert der Kopplungsmatrix wij

E(sjx) Energie des Zustands s bei externer Eingabe x
P (sjx) bedingte Wahrscheinlichkeit des Zustand s bei Eingabe x
R(x;y) durch Datenpunkte (x,y) vorgegebene Verteilung.
hix freies Mittel f�ur �xierte Eingabe gemittelt �uber R(x)
hiy;x �xiertes Mittel f�ur �xierte Eingabe gemittelt �uber R(x)
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Tabelle 8.3: Rotor-Boltzmann-Maschine

sik kte Dimension des iten Rotors
si ite Rotor
S Vektor von Rotoren
E(S) Energie der Rotor-Zust�ande
vik;vi;V entsprechende Mittelfeldvariablen
uik;ui;U konjugierte Mittelfeldvariablen
Eeff (V;U) e�ektive Energie der Mittelfeldvariablen oder freie Energie
V0;U0 Sattelpunkte der e�ektiven Energie
wikjl Kopplungst�arke der Koordinate sik mit sjl
wij Kopplungsmatrix der iten mit dem jten Rotor
W gesamte Kopplungsmatrix
f(si) mehrdimensionale Verallgemeinerung der Sigmoiden

Aktivierungsfunktion bei Rotoren
Sh innere Rotorzust�ande
Sv sichtbare Rotorzust�ande
L Lyapunov-Funktion
Tg Grenztemperatur
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